DELLE 
PROGRESSIONI E 
SERIE LIBRI DUE DEL 
P. FRANCESCO 
LUINO DELLA... 

Francesco Luini, Ruggiero 
Giuseppe Boscovich 



II? 

Digitized by Google 



Digitized by Google 



deli e % 

PROGRESSIONI E SERIE A ~ 

L12RI DVL ^ 

3 

DEL F. FRANCESCO LUINO — - 

della Compagnia di Gesti °Cf3 

COLV AGGIUNTA 

DI DUE M EMORI E 

DEL P. RUGGIERO GIUSEPPE BOSCOVICH 
della mede/ima Compagnia. 




IN MILANO. MDCCLX VII. 
Apprettò Ciufcppc Galcarzi ^egio Stampatore.- 
Con licenzi de' Superiori, e Privilegio., 



* . 



uigmze 



J 



■ 



ut 



4 



i 



▼ » » • •• • '«i 



Digitized by Google 



«W problema a due incognite ; a x èyzza' ; 12 tzzk^C*. . 
J.o Si maneggi una di quefte equazioni , Come non contenete 
più d'una incognita; dalla prima equazione, fi avrà x = ; 
%fi Si foftituifea quefto valore di x nelia feconda equazione ; fi 
avrà a -j~h- f * ~J h > 3* Commendo il valore di j, prefo 
in quefta equazione , ad valore di * trovato prima, fi hax=4 

Secondo metodo . Quaodo in ciafenoa ^«1J C date equazioni fi tre 
pano le (lette incognite ; ù prenda in ciafcuna il valore d'una 
fletta incognita ; f, faccia eguale il valore primo dell' incognita 
ri fecondo, il fecondo al reno . . . eo; fi arri un'equazione, 
ed una incognita meno delle prime; fu quelle fi operi allo ftef- 
fo modo, e fi ripeta la rtefTa operazione, fino ad avere una fola 
equazione, «o» «oa fola incontra; il valore di quefta , fortifuiio 
nella penultima , darà il valore d'»t>' altra incognita ; il valore 
di unefl* due, aortico nelle altre, ci darà,., ec Nei propofto 
eferapio. i fi Si ha dalla prima equazione 9 , c dalla 

feconda equazione fi ha x^ttS^LJL ; tfi faeLo un' equa, 
zione di nuefli due valori J'« f, ** — * » aht — gj 

donde cavando il valore di v, « fornendolo in uno de» valori 
di x , fi avrà * . 

Terzo metodo. Se io due equariont a due incognite fieno tali, 
che i termini , clic contendono la fleto incolta , cn-efi fenza 
fepn, , fi„»o identici , ad ì termini , che contengono un' incognita 
abbtano io fleffo arjrno, «ne n tre quegli , che contengono j'altrj 
meognua hanno fe^i «entrar* in ameodue equazioni ; ia foanma 
delle date equazioni darà il valore <T nn' incognita , e la differenza 
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delle medefime darà il valore dell' altra . Se nelle date equazioni 
vi fia bensì la detta contrarietà de' fegni, ma l'identità manchi 
de* termini, fi ridurranno efli all'identità uno per uno , multi- 
plicando ciaicuna equazione per il coemeieme dell' incognita dell* 
altra equazione * Se i termini della ftefla incognita abbiano in 
amenduc le equazioni gli ftcflì fegni , o fegni contrari , ft ridu- 
cano , fe fa bifogno , quefH termini medefimi all' identità , ed 
in vece della fomma, e filtrazione, fi faccia una doppia fottra- 
zione nel cafo de' fegni ftefli , ed una doppia addizione nel cafo 
de' fegni contrari . Quefto metodo fi (tende , come gli altri due, a tre , 
a quattro .... equazioni formate da tre , da quattro .... incognite . 
Efempj. i.°caiò. ax + by = c* , a x — by = n* ; fatta la fomma 

di quelle , fi ha 2 axzzc* ■*-»' cioè x = ~ ; e fottraen- 

do una dall' altra , fi ha 2 J> = c* - n , cioè vr:^-^- 
2.0 cafo. a x~~by — c x , »x— my~n \ multiplicando la prima 
equazione per m, e la feconda per b fi ha amx-rbmy=zmc* 
b » x — bmj~b m* ; la fomma di quefte equazioni darà il valore 
dix;~e multiplicando la prima delle date equazioni per », e la fe- 
conda per a , la differenza delle equazioni , che ne rifugeranno, darà 
ri valore di y ; cioè per avere il valore d'un* incognita , fi rendon iden- 
tici i termini , che contengon l'altra. 

3.0 cafo . ax+-byz=c" , nx + my=:n ; rendendo identico l'x, 
la dificrenza delle due equazioni darà Vy ; e rendendo identico V y t 
la differenza delle equazioni darà V x ; e fe fodero date 
— 4*-t-**=V , - i -nx-m>=:» , ; fifoccia la fomma delle equa- 
zioni , refi che fiano identici i termini dell' x , o f , e fi avrà r , o x . 

S$. Se il numero delle incognite foflé maggiore del nume- 
ro delle equazioni , non fi potrà determinare il loro valore , 
lenza affumcre ad arbitrio il valore di alcune incognite . Dato 
3x^2^=4, fiavràx==A=j^ y , e quello valore di x dipenderà 
dal valore arbitrario, che fi dia ad y; cioè x avrà Infiniti valori. 
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Vna tenue , e 



poco pregevole operetta , qual 
fi è que(la mia , fembra , che 
mal fi convenga il venire in- 
nanzi a V. E. , e richiederla 
di fua protezione . Ma, qual 
eh* egli fiafi il Libro , e fio è 

a pur 



VI 

pur Libro , che appartiene a 
fcienza , e a quella (ingolar- 
mente , la quale fopra le al- 
tre tutte per maniera folle- 
vafì , che il gran VFolfo non 
temè di dire Humanae erudi- 
tionis apicem confcendimus 
.Analyfim traditori . Ciò bafla , 
non folo perchè io punto non 
dubiti , che V. E. non fa 
per accoglierlo favorevolmente, 
ma anche perchè io mi rechi 
a dovere il farlene offerta .. 
Io non parlo qui , o Signore, 
nè dell 1 amore alle. lettere , ed 
alte fetenze , che in mezzo alle 
più ardue cure del Politico 

Go- 
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Governo le e indivipbil com- 
pagno , ne della deputazion lu- 
mino fa , cb' Ella ha dall' Au- 
guri fftma Nofira Sovrana ri- 
portato nella foprantcndenza 
alla Regia Vniverfìtà di Pa- 
via , e a tutte le Scuole della 
Lombardia Austriaca a V. E. 
incaricata . Sono , è vero , que- 
gli per me vivi [limoli a Sup- 
plicarla di volere col patroci- 
nio f uo accordare a queft" ope- 
ra mia quel pregio , che altron- 
de non potrebbe f per are .Ma 
un altro motivo rammenterò 
io piuttofio , che a me in par- 
ticolar modo appartiene , e non 

a 1 farà , 



Vili 

farà , fpero , a V. E. dif :aro . 
A giovamento di quegli prin- 
1 cipalmente , che intraprendono 

lo fiudio delle fc ieri ze Agrono- 
miche , ho io indirizzata que- 
fla mia operetta : Perciocché 
riflettendo , che quefia sì nobi- 
le fetenza non fi ferma più di 
prefente nelle f amplici ricer- 
che de' fatti , e nella fola of- 
f ervazione , e combinazion dé 
fenomeni , ma / innoltra a efa- 
minare le cagioni , e da quefie 
ne trae le tante , ed in appa- 
renza sì irregolari variazio- 
ni , con un continuo ufo , non 

folo della più fublime geome- 
tria , 
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trìa , ma ancor del calcolo , e 
in quefto non delle f empiici pro- 
porzioni , e progreffioni , ma 
del più compofto metodo delle in- 
terpolazioni , e di ogni fpecie 
di ferie le più complicate , io 
ho intrapref ? , e di acqui fare 
per me , e di comunicare pofcia 
agli altri , quelle cognizioni , 
che più vantaggio/è a ciò fof- 
fero , e più neceffarie . Nel 
eòe fare , quanto a ragione 
poffa io lusingarmi di avere 
fatta cofa a V. E. gradita , 
agevolmente conoscer allo chiun- 
que fa , e la premura , e F im- 
pegno , cb' Ella ha in promuo- 
vere 



X 

vere gli fludj di tale natura 
ed il favore fingolarmente da 
V. E. pre flato alla erezione 
di quefla noflra Aflronomica 
Specola . Quefto , o Signore , 
è ciò , che mi fa più a" ogn' 
altra cofa ardito di offerire a 
V. E. il prefente y qualunque 
fia , frutto di mie fatiche ; e 
pieno de più finceri f mtimen- 
ti di riconofeenza , e di fom~ 
miffione , col più profondo rif- 
petto mi proteflo 
Di V, E, 

Milano 23. Ottobre 1767. 

■ 

Umilifs. , Divotifs. > Obbligatifs. ferv. 
Francefco Luino della Comp. di Gesù . 
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' Opera , che vi prciento , o cortefe 
Lettore , non vi fuppone nè mate- 
matico confumato , nè affatto novizio 
nelle matematiche facoltà. Per amen- 
due quelle elafi! di perfone fi lono , 
ancora a' dì miei , pubblicati acconci 
trattati in ogni genere, odia di calcolo, offia fpee- 
tanti a geometria ; quando vi fiate già altronde pro- 
villo di una corale mifura di notizie fu! calcolo finito 
di Cauctìo , e full* infinito delle ferie , credo , che dalla 
lettura della prefente operetta ne potrete trarre van- 
taggio , e per riordinarvi in capo le cofe quà e là lette 
fparfamente fu altri Autori , e per promuovere più 
oltre le cognizioni voilre full* atte analitica, e per 
ad delirar vi eziandio alla invenzione di nuovi me- 
todi pel calcolo più fublime . A quelli tre fini io al- 
meno ho indirizzata T Introduzione , ed i due Libri, 
ne' quali è divi fa quella mia operetra ; non fo poi 
fe fatò (lato baftamemente fortunato per confe- 
guirgh . 

Nella Introduzione vi piacerà forfè il vedere 
riftrette in poche formole , univerfali , e chiare , 
tutte le noie leggi del calcolo per ogni fpecie di quan- 
tità aìgebraiche , ed i migliori metodi per trasfor- 
mare , e per ifciogliere le equazioni di diverfo gra- 
do, che più frequentemente $' incontrano nella Co* 

hi- 
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luzione de' problemi. Fin qui però non v'ha nulla 
di nuovo , nè che fia da pregiarli più che tanto 
fcppure dì ciò degna a taluno non fembri la trat- 
tazione fulle quantità pofitive , e negative , e fulU 
regole de* fegni ; le trasformazioni ne* radicali , e la 
Uefa , che ho data al metodo del Varignon per la 
foluzione delle equazioni di grado più elevato del 
terzo . A vero dire , io mi fono determinato a pub- 
blicare quello Trattato del Calcolo algebraico per modo 
d'introduzione al reftante , non tanto per non ob- 
bligarvi a rivedere fu altri Autori gli artifizj ana- 
litici , de' quali mi fervo continuamente nel decorfo , 
quanto perchè mi fembravano quelle tre materie trat- 
tate con qualche , non a tutti comune , eleganza , 
e precintone • 

Nel primo Libro , in cui fi parla delle prò- 
grcdloni geometriche , ed aritmetiche , incomincia- 
rete , fpero , o Lettore , a fentire la fecondità , e v 
l'imporrane dell' analifi , ed acquillerete più giuile 
idee del legamento , ed unità delle parti , che la 
compongono . Trattano alcuni Autori la teoria delle 
progrelìioni indipendentemente dall' Analifi Carre- 
(ìana , a cui anzi la fanno precedere ; ma le loro 
dimoftrazioni reftano tempre per ciò fnervate , e 
languide , nè fi foltengono che fu certi roetafìfici 
raziocini , non tanto facili a concepirli , ed aliai 
nojofi ; io all' incontro dell' Analifi Cartefiana crii 
fervo per dimoftrarla , e fu d'efTa 1' appoggio princi- 
palmente . La teoria delle proporzioni , e quella de' 
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logaritmi > tengono , dirò così , chiufii in mezzo la teoria 
delle progrelfioni , e danno tutte e tre infieme unite 
per modo , che non fi può degnamente trattare l'una 
lènza l'altre . Nel Capo primo adunque di quello 
Libro , iì parla delle proporzioni geometriche , ed 
aritmetiche , e col perpetuo ufo di formole aliai vi- 
brate , e flrette , feguitate pofcia , ed illuiìrate da 
rifleffioni addattate , e da opportune fpiegazioni , mi 
lufingo di poter rendere famigliare , e dolce all' ini- 
ziato Algebrica l'analitico linguaggio , a cui troppo 
è necefTario , che s'avvezzi la fa mafia , fe pretende 
innoltrarfi ne' calcoli più profondi . Nel Capo fe- 
condo vedrete , dedotta tutta la teoria delle progref- 
fioni geometriche , ed aritmetiche da due foli , e 
fempliciifimi principj » con accompagnamento copiofb 
di teoremi , e problemi , e di formole ben d;mo- 
{Irate , ed oniverfàli . Pel terzo Capo ardirei qua fi 
di ailìcurarvì , che la teoria de' logaritmi vi è meda 
nella poflìbile , miglior iaa luce , a non dover di- 
fpiacere anche a' più intendenti . Ho prefa da Eu- 
lero la più genuina , e più naturale idea de' loga- 
ritmi , che noi ufiamo ne' calcoli ; ma quanto io dica 
di più d' Eulero falla loro natura , e Ibi la maniera 
d' ufargli , agevolmente conofcerallo chiunque fi vorrà 
prendere la briga di confrontare ciò , eh' io efpon- 
go , e dimofl.ro ex profeffò , con ciò , che ha detto 
Eulero , che tratta quefto punto fol di padàggio . 
11 metodo di evitare i logaritmi negativi , tanto 
utile pe' calcoli trigonometrici , mi è coltalo alfai 

b per 
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per ridurlo a quella fimplicità , ed univerfalità , che 
non farà forfè focile ritrovare prefTo altri Autori . 

Ma in qucfto primo Libro , ficcome ancora 
nelP Introduzione , non vi fono che cofe elementari , 
e T unico loro pregio , feppurc ne hanno alcuno , 
fi è che non vi fono tranate elementarmente *, quafi tutte 
all' incontro le cofe , eh' entrano nel fecondo Libro 
appartengono al calcolo fublime , dove hanno il mag- 
gior fuo ufo , ed ho procurato dì maneggiarle , e 
di (tenderle con quella precifìone , e fcioltura di fcri- 
vere , che ad effe fi conviene . Non v' ha teoria , 
che più naturalmente debba venir dopò quella delle 
progreffioni , che la teoria delle ferie > di cui quelle 
ne fono il primo ramo ; eppure quanto pochi fi fen« 
ton portati a ftudiarla con applicazione? Ciò accade» 
parte per la difficoltà de* calcoli , pe* quali convie* 
ne pur paffare per ben comprenderla , parte perchè 
non vedefi di primo colpo a quale fine , e eoo 
quale profitto per l'altre parti della matematica 
fi poflà eflà indirizzare . Ko (limato perciò , che 
riufeirà cofà a tutti giovevole , fe così tentali! di 
condurgli alia teoria delle ferie , che infieme reflaf- 
fero da fe appianati quefti oracoli . Primamente^ 
mi fo a moftrare ne* primi due Capi del fecondo 
Libro , quanto frequentemente uopo fìa entrare ne* 
calcoli colle ferie > e con quanta velocità fi deter- 
mini n con efle i valori delle incognite quantità » 
o delle quantità affai compofte , che ad ogni paflo 
è meftieri introdurre nella foluzione de* problemi , 

e delle 
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e delle equazioni algebriche . Qui vedrete, o Let- 
tore , trartata compiutamente V evoluzione in ferie 
delle potenze , e de* radicali , con metodi , altri prefi 
da altri Autori , c da me riftretti in forinole egual- 
mente brevi , che aniverfali ; altri derivati da me 
col calcolo da que' primi , ed uno principalmente 
il più femplice , ed il meno avvertito , applicato di- 
ftefamente a* numeri . Qui troverete innoltre fvilup- 
pati i metodi per l'evoluzione delle radici nelle 
equazioni comporte , per l' evoluzione delle frazioni , 
finiti , ed infìnit inomie ne' loro termini , per lo fpez- 
zamento delle frazioni volgari , e per il problema 
diretto , ed inverti) delle frazioni continue . In tut- 
te , ed in ciafcona di quelle particolari trattazioni 
io peri lo d'avere e ri (chiara ti , e nielli in miglior 
ordine , e in varie guife alimentati , e diftefi a più 
grande generalità divertì metodi fin qui conofeiuti , 
ed ufati ne* calcoli . Vorrei , che contafte trai primi 
un metodo della Signora Agnefì , per lo fpezzaraento 
delle frazioni , ridotto qui a' fuoi veri principi , ed 
alla generalità , che troppo mancava all' efpofizione 
dell' Agnefì . Il Capo terzo mette fine al mio la- 
voro: Si parla in elfo della invenzione de* termini 
generali , e delle fomme generali delle ferie . Ognun 
fa quanto fu intralciara quella parte di matematica , 
e per la difficoltà dell' argomento , e per i molti- 
plici | e tutti da fublimi principi derivati metodi , 
de' quali V hanno arricchita i più accreditati Scrit- 
tori. Io dìrtinguo in tre dalli le ferie , cicè in ferie 

b a arii- 
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aritmetiche , in ferie geometriche , ed in ferie com- 
pone dalle aritmetiche , e dalle geometriche ; a (legno 
gì' infiniti diverti ordini , ne' quali fi fuddivide cia- 
fcuna dalie , e per ciafcuna dalle efpongo il me- 
todo più acconcio , e più facile per trovare il ter- 
mine , e la foni ma generale cercata. Vero è , che 
non mi fono divertito a formare a bella polla nuove 
ferie intralciate , comunque di nefTun ufo , unica- 
mente per avere il piacere di fommarle , o di tro- 
vare il loro termine generale ; ma oltrecchè altri 
1' hanno già fatto per me , a neffuno il divieto di 
farlo in avvenire ; io ho fìimato di dovere andar die- 
tro piuttofto all' utilità , che alla pompa . Quanto 
al metodo , egli è unico , e fempliciffimo per tutte 
le ferie fommabili , ma non è mio. Il celebre P. Ric- 
cati lo ha trovato , e fvolto in tutte le fue parti 
nel!' egregio fuo Commentario fui le ferie , pubbli- 
cato fino dall' anno 1756., nè credo mi riprenderà 
di ardito, fc vedrà, che dopo l'efpofizione del fuo 
Metodo , e dopo l'applicazione del medefimo alle 
dette tre clafli di fèrie , io mi fono innoltraro a 
fondere alcune mie piccole offervazioni , indirizzate 
a renderlo più femplice , e fpedito per la pratica : 
Tanto più eh' effe m'hanno fèrvito a fciogliere per 
una Grada , eh' io credo non ancora battuta da al- 
tri , il noto problema delle interpolazioni . Quante 
fono le ferie , alle quali fi flende il Metodo del 
P. Riccati , altrettante fono quelle , che s'interpolan 
col mio ; anzi dato il termine generale di qualunque 

altra 
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altra fèrie , fi trova il termine generale della me- 
defima ferie interpolata , e fe la ferie è (bmmabile 
fi trova anche la fòmma generale della interpolata , 
trovata che ila la generale fomraa della data . Vo- 
leva a tatto quello aggiungere una copiofà applica- 
zione di quello Metodo all' Agronomia , ed efporre 
gti ufi del roedeOmo per la quadratura delle curve; 
ma quefta farebbe fiata una digreffione fuori di luo- 
go , e l'opera , come fla , mi pare , che vada dal 
fuo principio fino al fine fufficien temente crefcendo 
colie dovute gradazioni. 
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INTRODVZIOZIE 



CALCOLO ALGEBR AICO 

E fuo ufo nella Soluzione delle Equazioni . 
CAPO PRIMO. 
Delle quantità AJgcbraiche, c loro calcolo in generale. 

Mozioni fulle quantità Algthvakhi . 

j. E volgari cifre Arabiche i. 1. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 

B colle quali ufafi per lo più calcolare i numeri , 

fij ^ olire il difetto dì non efferc atte ad efprimere 
i^bxj&sjP che le quantità conofeiute , rendono le operazio* 
ni del calcolo troppo prolifle, e confondono i paù*ì delle opera- 
zioni medefime , compenetrando di mano in mano i valori de' 
rifultati. Quindi è (lato neceffario efprimeree calcolare i numeri 
con altri fegni che foffero più univerfali, e rendettero le opera- 
zioni del calcolo più fpedite , e più chiare . Si Tono afluefatti i 
Matematici alle lettere del Alfabeto : da principio efprimevanfi 

con quelle cifre 1. 2. I i numeri cogniti , e gli incogniti 

cogli <f in feguito , ad efempio di Cartello, i numeri 

cogniti s'incominciarono indifferentemente ad efprimere, o colle 
cifre 1. 2. 3..., o colle prime lettere dell'Alfabeto a. b. c...., 
e gli incogniti colle ultime x. y. ... come fi ufa comunemente 
a' notiti dì . II calcolo delle quantità numeriche così efpreflfe , fi 
chiama calcolo Algcbraico , o calcolo delle quantità Ahebraiehe , per 
l'ufo grande ch'egli ha nell'Algebra ancor più fublime . 

A 2. Si 



i. Si fanno adunque fu quelle quantità le ftefle operazioni 
che fi ufano ne' numeri . Coli' Addizione fi cerca una quantità 
eguale ad altre quantità date, e prefe infieme: Colla fottrazionc 
fi cerca l'ecceflò d'una quantità fopra un'altra : Colla multipli- 
cazione fi cerca una quantità che così contenga una delle date, 
come nell'altra fi contiene l'unità: Colla divifionc fi cerca una 
quantità che così contenga l'unità , come io una delle date fi 
contiene l'altra. Per indicare quefte operazioni del calcolo nelle 
Algcbraiche quantità, fi fopo porti in ufo certi fegni ; per fegno 
dell' Addizione fi è fcelto il -j- che fignifica più ; per la fottra- 
zione il — che fignifica meno ; per la multiplicazione il X , op- 
pure un punto che fignifica moltiplicato per; per la divifionc una 
linea di fcparazione traila quantità a dividerfi , e quella per cui 
fi deve fare la divifione fcritta fotto la prima , appunto come 
nelle frazioni numeriche ; fi ufano altresì due punti o il légno 
polio traile due quantità date per la divifione . Il fegno > 
meflb tra due quantità indica che quella è maggiore verfo cui 
ila rivolta l' apertura del fegno . 

a b fignifica b congiunto ad a 

* — b fignifica b fottratto da a 

& X b i 

a . b lignifica a moltiplicato per*; nell' cfprcttìonca b 1 
ab J s'intende frappoflo il fegno di multiplicazione. 

• T 

, Vfignirlca a divifo per b 
**' 

a > b a maggiore di b 

a <b J rgmhCa a minore di b 

3 Le quantità * , b, c fi chiamano quantità incomplete 

/empiici ; le a b, a b c fi chiamano incomplete compofle ; ed 

una quantità formata da più quantità incomplete, ma infieme 

con- 
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congiunte co' fegoi — — , fi chiama quantità completa ; farà 
binomia 9 fe farà formata da due quantità incomplete (ciafeuna 
di quelle fi chiama termine) come a bc; farà trinemia 9 fe 
farà formata da tre termini come 4 £ — c J«*-f; farà w fc y e fi 
chiamerà finitinomia , o inde fini t monna fe farà formata da un nu- 
mero finito, o, indefinito di termini. Termine fimile ad un al- 
tro, lignifica termine formato dalle medefime lettere dell'altro, 
le quantità completa ad un altra , è quella quantità in cui 

tutti i termini fono limili, nTpettivamente ai termini dell'altra, 

,4. In ogni termine d'una quantità algebraica come 5 a b x, 
vanno dittimi t coefi denti dagli efponenfi ► Quanto» ai eoe fidenti : 
j.o Altri fono coefìcienti del termine , ed altri fono coefìcienti 
di una o più lettere; i coefìcienti del termine, altrimenti detti 
coefìcienti numerici y fono que* numeri che precedono verfa la fi- 
niflra qualunque quantità meramente algebraica ; i coefìcienti 
d'una o più lettere fono tutte le quantità, che con queir una o> 
più lettere formano jl dato termi oc. Nel termine fa bx y ifnu> 
mero 5 è coefìciente numerico del termine 5 abx; j ab è coefi- 
cientc di x ; 5 a x è coeficieme di b ; c b x b coefìciente di a . 
j.o Qiie' termini, che non hanno altro coefìciente numerico , han- 
so almeno per coefìciente l'unità, così il coefìciente numerica 
di ab x è 1 , elTcndo ab x eguale a 1 abx* 3.0 La diverfità de* 
coefìcienti numerici non turba la fomiglianza , o diffomiglianza 
di due termini; cioè per diftinguere le quantità limili dalle diili- 
mili, non fi ha riguardo che alle lettere ; 5 a b x è limile adabx, 

5. Quanto agli efponenti . 1.° Altro è efponente dalle dimen- 
sioni d'un termine, altro è efponente dalle dimenfioni d'una 
lettera del termine medefimo ; efponente delle dimenfioni d'un 
termine , è il numero che efprime di quante lettere è formato 
quel termine; il termine ab è di due dimenfioni, perchè è for- 
mato di due lettere ; ab c. b di tre dimenfioni ....... Quello no- 
me di dimenfioni è prefo dall'analogia alla geometria , come fi 

A 2 ve- 
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vedrà a fuo luogo. Alcuni chiamano piano il termine a b, chi*, 
mano folìdo il termine ale ..ce. Efponente delle dimenfioni 
d'una lettera del dato termine, è il numero che efprìme quante 
volte fìa la data lettera ripetuta nel dato termine; nel termine 
$aab y 1' ci ponente delle di m enfio ni di a è i , c l' efponente 
de^e dimenfioni di è è l'unità. z.° Quindi le dimensioni d'una 
lettera, o d'un termine, non dipendono da' eoe fidenti numerici. 
Se una lettera ha più d' una dimenfione , fi fuole e(Ta fcrivere 
una fot volta, con alla delira in (ito un po elevato l'indice 
delle lue dimenfioni; invece di fcrivere $aab t fi fcrive 3 a* 
in certi cafi è utile lo fcrivere ancora l'unità per efponente delle 
dimenfioni d'una femplice quantità incomplcffa; in vece di jeri- 
vere 3 a* b, fi fcrive 3 a* b' . 

Origine , e natura delle quantità algebraicbe pqfitive , e negative # 

.> 

6» T E quantità algebraiche che fono precedute alla finiftra 
J|_ , dal fegno -+» fi chiamano quantità affermative , o punitive , 
e quelle che fono precedute dal fegno — fi chiamano 
difettive , O negative. Ciò non baita per intendere a fondo la na- 
tura delle quantità pofitive e negative , e l'ufo che fi fa nell* 
algebra de' fegni — ; prendiamo la cofa da' fuoi veri principi. 
7. Ad efprimerc l'elevazione del Sole fopra Ì'Orizonte , fi 

fuole ufare la ferie naturale de' numeri o. 1. 1. 3 E' certo 

che quando il Sole (la all' Orizonte , l'elevazione fua fopra Ì'Ori- 
zonte è nulla, o zero; quando s'è alzato fopra Ì'Orizonte d'una 
dererminara quantità prefa per unità di paragone , per efempio 
d'un grado, la fua elevazione fi può chiamare 1, e corfo eh' egli 
abbia , alzandofi fempre più, un altro grado , la fua elevazione 
farà z, e così nel redo . Ad efprimere l'abbaiamento del Sole 
lotto Ì'Orizonte, fi può ufare la fteffa ferie, eiTendo zero il fuo 
abbaiamento quando egli fia all' Orizonte , potcndofi prendere 

per 
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per i il fuo abbaflamento , quando «gli fi fia depredo d'uà 
grado .... ce. 

Quindi volendo riferire l'alzamento e l'abbaflamento del Sole 
rifpetto all' Orizonte alla medefìma mifura di gradi d'uà circolo , 
dinotati fucceflivamen te co* termini della ferie naturale o. i. 2. 3. ..; 
fi avrà fempre un' efprcffione ambigua, non intendendoli dal nu- 
mero , per efempio , di 3 gradi , che il Sole fi fia alzato o ab- 
ballato rifpetto all' Orizonte di gradi tre . I numeri hanno co- 
llantemente la loro lignificazione aflbluta di 3 , di 4. . . . , e da 
fc non portano in conto alcuno la relativa d'eflere l'i . 2.... 
prefo più t torto in quella , che in quella direzione , fe non per 
qualche fegno ad elfi cftrinfeco , e prefo ad arbitrio . 

Per determinarla in qualche modo al numero de' gradi del 
moto, diretto ad una parte, fi mette verfo la fi ni tira il fegno 
e quel numero de' gradì fi chiama po/ìtiva ; al numero de' gradi 
del moto, indirizzato alla parte oppofta fi mette verfo la finiftra 
il fegno — , e quel numeio de' gradi lì chiama ntgativo. Così il 
numero per fe (teffb efprimerà la quantità del movimento ; il 
fegno premerlo al numero ind cherà la direzione del movimento 
medefimo ad una delle parti oppofte. Si dica lo fieflb delle altre 
quantità (per efempio de' crediti e debi i d'un mercante ; della 
fanità, o infermità di un cittadino...) che hanno tra fe qual- 
che oppofizione , fecondo un certo rifguardo , non efprimibile 
da' puri num.-ri. 

8. Qyando due quantità fono tra fe opporle fecondo qualche 
rifpetto, la prima efclude e nega l'altra fecondo il rifpetto mc- 
defìmo ; quindi la prima ha tratto il nome di quantità negativa , 
e la feconda di poltriva . Ma ficcome due quantità tra fe opporle 
fecondo qualche rifpetto , fi efcludono e negano vicendevolmente 
fecondo quel rifpetto medefimo, fi può prendere o I'una o l'al- 
tra per pofitiva , come più piace . Neil' efempio deh* elevazione 
0 abbaflamento del Sole , rifpetto all' Orizonte , tanto il primo 

fiop- 
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fì oppone «I fecondo , quanto quello al primo movimento ; amen- 
due , o piuttofto qualfivoglia dei due fi può prendere per politi- 
vo , lafciando l'altro per aegativo . Ordinariamente traile quan- 
tità cosi oppofte , fi prende per pofitiva quella che fi preferita 
piò naturalmente a confiderarfi la prima ; cosi l'elevazione del 
Sole fopra l'Orizonte fi fuole prendere per movimento pofitivo , 
e l' abbaiamento per negativo. 

9» Non tutte le quantità hanno le fue oppofte, e quantun- 
que una quantità abbia la Tua oppofta, non è neceffario di confi- 
derai qucila oppofta quantità . Le quantità numeriche, in quanto 
fono tali , non hanno quantità a fe oppofte ; non il zero ,. che 
per non efleie quantità non può dirfi oppofto alle quantità ; non 
le quantità minori del zero , che per non dare di fe idea alcuna 
chiara e diftinta , non poflono neppure avere 1'cfiftenza nella im* 
m a - i nazione ; non .... ce. Si può all'incontro confiderare t n alza* 
mento del Sole fecondo il fuo accrefcimcnro numerico qualun- 
que , fenza avere alcun rifguardo alla quantità oppofta , cioè ali* 
abbaiamento del Sole rifpetto ali' Orizonte medefimo : quando 
però fi dice ~a , quefta quantità non ha il fuo effere di meno* 
the per l'apporfi che fa al -k a .Quindi i.° non tutte le quantità , 
in quanto fono tali quantità , poffono avere i fegni — , e le 
quantità , che non hanno il fegno — non fempre fono quantità 
pofitive , cioè non fempre racchiudono nella loro idea l'oppofi- 
aione ad altre quantità , nè fi chiamano pofitive , fe non perchè 
vengono confidente e pofte , dirò così , da fe ftefle ; propriamente 
dovrebbono chiamarfi puri numeri . 2.° Le quantità , che hanno 
il fegno — fempre fono quantità negative, cioè fempre, e necef- 
fariamente prefuppongono , o importano l'idea d'oppofizione ad 
altre quantità, nè fono puri numeri, nè fi ha di effe idea alcuna, 
fe non vi s'attacchi qualche idea d'oppofizione ad altre quan- 
tità. 3.0 Tanto le quantità pofitive quanto le negative — a 
fono quantità reali ; da che-r* — « non differifeono , che ne* 
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fegni , i quali non mutano la natura di * , ma folamcntc dinotano 
una diverfa denominazione ad ejfo ejìrinfeca , di direzione diverfa . . . ec. 

Regole de' fegni — nel Calcolo delle quantità pofitiv* , e negative. 

I 

io. V^\ A * ^ n *l u ' detto è manifefto, che la quantità pofitiva/ 
| ) o negativa porta feto due flati ; cioè Io (lato di ««- 
tnero> € lo flato di qualche oppofizione o contrarietà; 
fecondo il fuo flato numerico, efla è una tale o tale altra quan-' 
tità, i. 2. 3. . .ce. , fecondo il fuo flato di opposizione (che ben 
li può chiamare flato Specifico) è di più una cert' altra cofa cppofla 
ad un' altra ftmile , che per avventura fi fcuopra in una nuova data 
quantità. Lo flato numerico d'una quantità fi dinota co* nu- 
meri 1. 2. ..ec. ; lo flato fpecifìco della medefima (i indica co* 
fegni-*- — . Quindi nel calcolo delle quantità pofitive o nega- 
tive , oltre al trovare i rifultati delle date quantità confiderete 
nel loro flato numerico , è meflieri aflegnare lo flato fpecifìco, 
in ctii collocare fi debbano i rifultati , cioè il fegno -r- o — di 
premetterti ai medefimi . Lo flato numerico de' rifultati fi co- 
nofee dalle regole ordinarie del calcolo ; lo flato fpecifìco de' me. 
de fi mi fi conofeerà dalle regole feguenti . 

11. Regole de' fegni . i.° La quantità negativa aggiunta ai 
una negativa , la aumenta nella fua negazione, fottratta la fee- 
ma . 2. 0 La quantità negativa aggiunta ad una pofitiva la feema 
nella fua pofizfone , fottratta la aumenta . 3. 0 La quantità pofi- 
tiva aggiunta ad una negativa la feema nella fua negazione fot- 
tratta la aumenta . 4. 0 La quantità pofitiva aggiunta ad una po- 
fiti va la aumenta , fottratta la feema . 5.0 La quantità negativa* 
di una negativa , o la pofitiva di una pofitiva è una quantità poJf~ 
tiva , come pure la quantità pofitiva della negativa , o la nega- 
tiva di una pofitiva è una quantità negativa. Quefl' ultima proprietà* 
delle quantità precedute da fegui-he-— fi può cfprimcre cosi: 
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— meno il meno dà più 
<+■ ~ +■ . . . . più il più dà più 
4»ss — ...meno il più dà meno 
+ — =: — ....più il meno dà meno. 
Tutte quefte regole de' fcgni fono confeguenze manifefte dall' 
idea di oppoilzione che regna nelle quantità precedute da' fegni 
4- e — ; baderebbe applicarle a qualche esempio d'alzamento e 
d* abbaiamento del (ole rifletto all'orizonte , per renderle chiare 
e palpabili anche alle perfone più rozze, e volgari. Quale è lo 
flato contrario al difendere ? certo è l' afctndere ; ciò intendo di 
dire quando noto che meno il meno da più ; qual è .... ec. ? 

12. Quindi , e dalla natura della muitiplicazione e divido- 
se fi hanno le regole de* fegni per la muitiplicazione , c divi* 
fione delle quantità pofitive c negative, cioè: 

x . 

— a — — *+■ ~ rir3 

4-j4-ss-*- ss— 
©Aia i fegni fimili danno più } i fcgni diflìmili danno meno. 
Imperciocché ; il multiplicatore non moftra folamente quante 
volte il debba a fe Metto aggiungere il muitiplicando , ma in 
quale flato ancora fi debba riporre il prodotto ; ed il divifore 
non folamente indica qual parte fi debba prendere del dividen- 
do, ma in quale flato fi debba riporre quefta parte medefima ; 
confeguentemente , dovendoli quello ftato intendere in ordine a 
quello in cut già fi ritrova il muitiplicando ed il dividendo , 
fe eflfi fieno negativi , e collocare fi debbano in uno ftato nega- 
tivo , il prodotto ed il quoto avranno uno ftato negativo del 
negativo, cioè pofiiivo, e fe fi debbano collocare in uno ftato 
pofitivo, avranno uno ftato pofitivo dei negativo, cioè nega- 
tivo. Se il muitiplicando ed il dividendo fieno pofitivi , e colloca- 
re fi debbano in uno ftato negativo , il prodotto ed il quoto 
avranno uno ftato negativo del pofitivo, cioè negativo, e fe 

fideb- 
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fi debbono collocare in uno flato pofitivo , avranno uno (lato 
pofitivo del pofitivo, cioè pofitivo . Quindi lo (lato del prodotto 
* b di — aX — b farà = -b 

di — aX-i-b faràn = — 

òì -r-aX —b farà h= — 

di a X b farà -+••♦• = -♦-. Lo fiato del quoto -f-per ... ec. 

13. Quindi . Nella multiplicazione ; l.« Se il multi plicatore farà 
negativo , il prodotto avrà un fegno contrario a quello del mul- 
tiplicando. 2.0 Se il raultiplicatore farà pofitivo, il prodotto avrà 
il fegno del mul tiplicando. 3.» Se le quantità a multiplicarfi fa- 
ranno pari in numero , è ciafeuna negativa , il prodotto farà pò- 
fitivo . 4.°Sc (iranno impari, e ciafeuna negativa , il prodotto 
£arà negativo. 5. 0 O fieno pari , o fieno impari in numero le 
quantità pofitive, il loro prodotto farà tempre pofitivo. 

Nella divifione. j.° Se il dividendo farà negativo , il fegno 
del quoto farà contrario del fegno al divifore . 2. 0 Se il divi- 
dendo farà pofitivo , il fegno del quoto farà conforme al fegno) 
del divifore . 3. 0 . . .ec. Quelle ed altre fimili annotazioni , fe non 
fervono alla pratica del calcolo , fervono a meglio conofccre U 
natura de* fegni . 

14. Ma r come va (dicono alcuni) che i fegni fi nfano 
da' Matematici (x noi pure lo abbiamo indicato al nura, 2.) per 
l'addizione e fottrazione de' numeri ? che hanno effe mai di co- 
mune le quantità aggiunte o fot tratte , colle quantità pofitive o 
negative ? quali faranno le regole de' fegni nel calcolo, non delle 
quantità pofitive e negative, ma delle quantità aggiunte e fotrratte ? 
Quelli fono i nodi , da' quali non fanno f volgerli i meno efperti , 

Due però fono le rifpofte : r/> La natura oV numeri 
non efige che vengan elfi ad altri aggiunti o fottratti ; dun- 
que il confiderare i numeri nello flato di addizione o fottra- 
zione rifpetto ad altri numeri , è un fidare a' nutrterr medefimt 
un nuovo fiato ad cui eflrinfcco sfitto ,che confidcrato in ordine 

B «ir 
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all' effetto che produce nelle quantità , alle quali vengono ag- 
giunti , o dalle quali fi Attraggono , è in fe fteflò perfettamente 
oppofto ■ Certo che altra è la mutazione introdotta in una quan- 
tità per l'addizione, altra è quella che in elfa fi genera per la 
fottrazione d'un' altra quantità , e la prima è affatto oppofta alla 
feconda: Se la prima è mutazione in accrelciracnto , che fi può 
dire mutazione in più ; la feconda è mutazione di feemamento , 
che fi può dire mutazione in meno; dunque i numeri in quanto' 
aggiunti ad altri fi poffono, e fi devono considerare come quan- 
tità pofitive , in quanto da altri fortratti fi poffono , anzi fi de- 
vono confiderà/e come quantità negative ; dunqne a quegli fi dovrà 
premettere il fegno -r , a quelli il — , e fi dovranno maneggiare 
nel calcolo come le altre quantità pofitive e negative . Quindi è 
manifcfto , che il calcolo delle quantità aggiunte o fottratte, 
non e che un ramo del calcolo delle quantità pofitive e negative ; 
i fegni 4- e — fono fegni proprj a denotare lo flato di contra- 
rietà , che regna tra due quantità date ( quefle quantità fono il 
genus), e per parità di ragione fi devono appropriare alle quan- 
tità aggiunte e fottratte , che fono fpecies di quelle prime . 

2.° Si attragga per poco la mente da ciò che fi è detto Culla natura 

delle quantità pofitive e negative , e fulle regole de* fegni H . 

Sia il 4- un mero fegno arbitrario dell' addizione , ed il — un 
fegno arbitrario della fottrazione ; cerchiamo quali fieno le regole 
da oflervarfi nel calcolo per le quantità inficme congiunte , o 
fottratte con quefti fegni. 

Nella fottrazione . Sottraendo 14—3 da 25 , fi ha 25— ( 14—3 ) 
=ij — 14-7-3 • Imperciocché dal numero 25 non vuolfi fottratto 
tutto il numero 14 , ma il 14 fminuito di 3 ; dunque troppo 
piccolo e il refiduo 25— 14 , e tanto più piccolo , quanto il mi- 
nuto re 14 è più grande del dovere , cioè il refiduo 25 — 14 è più 
piccolo di 3 di quello dovrebbe eflère; dunque per avere il vero 
refiduo di 14—3 fottratto da 25 , conviene aggiungere 3 a 25—14; 

dunque 
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dunque 25 — ( 14 — 3 ) =2j •*»*44»$« Quindi — h=— 

fimilmeme fi avrà 25 -t- ( 14—3 ) = 25 4- 14—3 ; cioè -+- -r 

-t — = — 

Nella truiltiplicazione. Multiplicando 14—3 per 5— 2 , fi ha 
(14— 3)x<5— i)=<i4xy— 3 X5)-t-(jxi— 14x2) . Impetciocchè, 
(è il niuhiplicatorc foflc l'intero numero 5 , il prodotto farebbe 
(14— 3)X5 ; cioè non farebbe l'intero numero 14 , che dovreb- 
befi multiplicare per 5 , ma il numero 14 fminuito di 3 ; dun- 
que multiplicando 24 per 5 fi multi pi icherebbe per 5 anche il 3 
che fla,e non dovrebbe eflervi, nel numero multiplicando ; dun- 
que 14x5 farebbe maggiore del dovere di tutto il numero 5x3; 
dunque il prodotto vero ikabbe 14x5—5x3» Non è il nu- 
mero intero 5 che deve multiplicare 14 — 3 , ma il numero 5 imi. 
fluito di 2; dunque nel prodotto 14 X 5 — 5 x 2 e* è di pià il prò* 
dotto di 14 — 3 multiplicato per 2 ; dunque per avere il vero prò* 
dotto dì < 14— 3 ) X ( 5— 2 ) fi deve dal prodotto 14x5—5x2 fot» 
trarre il prodotto di < 14 — 3 ) x % , cioè fi deve fottrarre 14x2—3 X 2 1 
dunque, per le regole date ndl'efcmpio della fon ragione , il vera 
prodotto farà (14X 5 — 5X3)-t-<3x 2 — 14X 2). 
Quindi -T-XH-c=H-; — xt- =— ; 

— x — =r-ts -t-x — =: — . Un fimilc difeorfo vale per la 
divifione. 

15» Ecco adunque , che prendendo per fegno arbitrario dell* 
addizione il -i-, e della fottrazione il — , dalla fola natura delle 
operazioni aritmetiche fi hanno per il calcolo delle quantità fo zu- 
mate , e fot tratte le flefle regole, che fi ebbero già per le quan. 
tità pofitive e negative ; dunque , quantunque le quantità fom- 
iti a te e fottratte non foriero da annovcrarfi traile quantiià po- 
fitive e negative , fi dovrebbero maneggiare nel calcolo come le 
quantità pofitive e negative ; cioè comunque diverfi da t-— foli 
fero i fegni dell' addizione e fottrazione, le loro regole nel cal- 

B 2 colo 



colo farebbero fcmpre analoghe alle regole de* fegni -j prefi 

per le fole quantità pofitive e negative ; dunque e fi poftòno pren- 
dere quefti fegni H per indicare la fonima e la fottrazione, 

e fi poffono , alle quantità fommace e fottratte , adattare le re- 
gole de' fegni , dedotte prima per le quantità pofitive e negative . 

j6. La prima rifpofta è più deci fi va , e leva ogni imbarazzo 
ne' calcoli ; chi foftiene l'altra , dovrà in primo luogo fempre 
distinguere due generi di quantità pofitive e negative; cioè quel- 
lo che viene dalla oppofizionc di fiato , e quello che nafee dall' 
addizione e fottrazione delle quantità date . z.° Dovrà nella ri- 
soluzione de' problemi efaminare ogni rifultato che abbia il le- 
gno — , per conofeerc fe abbia quefto fegno perchè fi richiami 
all' oppofizione d'un' altra quantità fi mi le che fi a fiata prefa per 
pofitiva , o perchè ciò portino fola mente le regole dell' addizio- 
ne e fottrazione . Nel primo cafo faprà l'ufo che deve far fi del 
rifultato , non lo faprà nel fecondo , o fe voglia anche nel fe- 
condo cafo adattarvi le regole del' primo , contraddirà col fatto 
alla fua dottrina. 3. 0 Commetterà poi un errore inefeufabile e pe«» 
ricolofo, fe vorrà ridurre l'idea delle quantità pofitive e negative 
del primo genere, all' idea delle quantità fiammate, o fottraìte, 
qtiafi che quella dipenda da quefta . E' vero che il numero— J 
gradi di elevazione del Sole fi ha aggiungendo 8 gradi d'abbaf- 
fi mento, a 5 gradi d'elevazione del Sole medefimo, ma non è 
neceuario per avergli ricorrere a quefta fomma ; cioè a dire , è pof- 
fibile , ma non è neceffario , che quel —3 venga da un* addizione . 



Riduzione delle quantità algebraiche. 




Digitized by ( 



Regola prima . Le lettere di ciafcun termine il difpongano 
più che fi può coli* ordine alfabetico. 

Regola feconda. I termini delle quantità compiette fi ordi- 
nino relativamente alle dimenfioni di qualche lettera. 

Regola terza . Si riducano ad una fola le quantità incom- 
plete fimili, che per avventura fi trovino co* fegni fimili in una. 
completo quantità data , e fi ommettano quelle , che fi diftrug- 
gono o fi elidono co' fegni contrar/. 

Regola quarta.. Si confexvi io ciafcun termine la legge de- 
gli omogenei, •' f.i. '.. 

iS. Per riguardo alla prima regola, è chiaro, che la quan- 
tità 4 e fb A fi deve fcrivere così abedf , fuccedendo all' a nell* 
ordine alfabetico il. £ e non ile, nè al b 1'/, ma il c... ec 
S'è, detto » che:- devpnfi così dUporre le lettere per quanto J può; 
cioè a dire^ quando ciò non turbi la feconda regola dell' ordinare 
le quantirà complete, 

ig. Per offervare con facilità quefla feconda regola , fi or- 
dini primamente ciafcun termine della quantità data per rifguardo 
ad una lettera comune a molti * poi fi paflì ad ordinare t ter- 
mini tra fe, per rifguardo alle dimcafioni della lettera ordinante» 
Mi fpiego: Nella quantità complcffa *'— 3 *i*+h\+ 1 «'e— a % b 
jo oflervo -, che la lettera a è in tutt' i termini , fuorché nel terzo ; 
prendo ad arbitrio quefU lettera a per diftintivo de' termini me- 
defimi , e sì gli difpongo , che la lettera « ftia in ciafeuno di 
quelli più verfo la maoo deftra , che non le altre ; ferivo a cagione 
d' riempio non — ab , ma — ba % ; non — l*bc> ma — 3 b< 4..., 
cosi farà ordinato ciafcun termine della quantità proporla . Per 
ordinare tra di loro i termini medefimi , ferivo per primo ter- 
mine verfo la finiftra quello , in cui la lettera a fi trova alia 
maggior dimenfione; feendendo verfo la deftra ferivo quello, in 
cui quett' ifleflà lettera a fi trova alla dimenfiooe proffimamente 

minore della prima , e cosi fucce divamente , fino a quegli 

che 
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die non contengono la lettera * ; quefti faranno gli ultimi . Or- 
dinando la predetta quantità completo, fi avrà a*+zca— h a % 

20. Nelle quantità così ordinate per rapporto alle dimenfio- 
ni d'una lettera, fi chiama termine il compleflb di tutte quelle 
quantità incomplefle, in cui la lettera che le diftingue, afeende 
al medefimo numero di dimenfioni ,. e tutte quefìe quantità in- 
compiette , fi fcrivono l'una fotto V altra ^ la quantità prece- 
dente conterrà dunque foli quattro termini , e fi feri vera, così 
a 1 -^rica ~3 hca — Fc; per non ifcoftarfi dalla deffiwitione 
*— ha 

della parola termine data fopra , fi confidcri l'aggregato di tutte 
le quantità incomplete che Hanno a finirtra di #* nella quantità 
così ordinata, come cotficìente di a'; fi vedrà in apprefib 1 che 
fi i^c** — ha' s:(2e— *)V* ' -' - ' 

li. Talvolta gli efponenti delle dimenfioni delta lettera che 
difliogue i termini non vanno da finiflra a delira fmfnuendo 
fucceflìvamente d'un unità. In queflocafo, (c fi* eguale la dif- 
ferenza del primo efponen te al fecondo, det fecondo al terzo,...* 
fi fupporrà bene ordinata la quantità data, altrimenti fi metterà 
frammezzo un afterifeo #, o un altro fegno fimile per fupplire 
le veci del termineche manca: la quantità **+P ** — a'-r h 6 - 
è bene ordinata per ma ordinandola per£,fi avrà*** — >** P 
-»-*« -r a 9 cd in quefia quantità, il fecondo, il quinto, 

ed il fefìo termine fono eguali a zero, o più veramente a ± 
zero multipiicato perb*nel fecondo , per £*nel quinto, e per 
h* nel féfto termine . 

22. E' manifefto che la tetta regola per \t riduzioni ab- 
braccia tre cjfi. J.o Le quantità incomplete fimili , che hanno 
il medefimo fegno, fi riducono ad una fola che ha il fegno 
comune alle date , e per coeficiente la lomma de' efficienti 
delle medefime. La quantità 2 a* 3 b -r> a fi riduce a 
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4- 3 A s= j «'-r-3*. i.°5e quefte incomplefle quantità fonili 
hanno i fegni contrari , il fcgno della quantità maggiore farà il 
fegno «iella ridotta , «he avrà per coeficiente la differenza de* 
coeficicnti delle quantità date. La quantità lab 1 4-itf*' — ab 1 
fi riduce a O-iW 4-14^=2^^4-1*^. 3.0 Quindi fé- 
» coefìcienti delle quantità fimili ehe hanno i fegni contrari Tono 
tra fé eguali, fi ommettono interamente le quantità date ; %ab 

23. Si dicono di dimenfioni omogenee quelle quantità incom~ 
plefle , che hanno il medefimo numero per efponente delle di. 
menfioni; di dimenfioni eterogenee le altre. La quantità* i è omo- 
genea a ci, e ficcome 4etto è-, che t coefìcienti non mutano 
le dimeafioni d'una quantità, così non ne turbano l'omoge- 
neità, o vi fiano, o manchino nelle quantità date ; \a b è omo- 
geneo con 10 ed. Quindi in una equazione fono omogenei i 
termini che la compongono, quando la fomma delle dimenfio- 
ni delle lettere in ciafeun termine, è egnale alla fomma degli 
efponenti delle lettere negli altri. L' equazione a* x* 4- a y =0 
è omogenea. £' molto neccuario, maflime nella foluzionc de* 
problemi, il rendere omogenei tutt' i termini d'un equazione, 

0 d'una compleflà quantità ; ciò fi chiama eonjervare , ovvero 
ojfervare la legge degli omogenei. 

24. Due fono i metodi più tifati per ridurre all' omogeneità 

1 termini d'una data quantità comple(Ta . Primo metodo, per 
mezzo dell'unità. Si moltiplichi il termine che ha minori di- 
menfioni, o fi divida quello che ne ha maggiori, per l'unità, 
fatta eguale a qualche lettera che non entri nella quantità data, 
o che traile date fi pofTa prendere per l'unità. A rendere omo, 
genei i termini di abe-ìred, fi inni ri plichi ed, o fi divida a be 
per /= 1 ; fi avrà nel primo cafo abe + cdf, e nel fecondo cafo 

* • c 1 j ■* 
— ■ - t- c a . 

/ oche 
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Secondo metodo, per mezzo delle fotti tuzio ni . Egli è chiaro, 
anche fenza avvertirlo, che in una quantità qualunque, invece 
d'una o più lettere, fc ne può inferire un^ o più altre + che 
fieno , o fi fuppoogano eguali a quelle; appunto come fe la di- 
danza da un luogo ad un altro fi a di due tefe lineari , fi può> 
egualmente dire che è di dodici piedi lineari » Su quello princi- 
pio (chiamato principio di fofiit azione) fi fondano tutte quafi le 
regole dell* Ànalifì; vero è che per fare le foftituzioni Belle 
quantità algebraiche, è uopo falere prima il calcolo delle mede- 
fime; ma noi accenniamo qui il metodo di cui abbifogniamo 
nel deeorfò , la pratica la rifervi ciafcuao a miglior luogo. 
Nella quantità 4-4 bxy~±c x* j* + *\ J fi faccia y = ~- fi avrà 

a~L*+. £*-H- C*i quantità omogenea; nella quantità** 4- z* 
z z* z* 

+ az, fi faccia farà a z quantità omogenea . „ ce. 

Colle foftituzioni fi rendono omogenei i termini mattane nelle 
equazioni, col cambiare gli esponenti della equazione proporla, 
con una certa legge; e fi può determinare in qnai eafi, e con 
quali foftituzioni fi debbano o portano fare foraigliantt trasfor- 
mazioni, ciocché non fi può qui fpiegare più a rango . 

25. Retta a dimostrare , che ne' metodi precedenti le quantità 

ÌXj cx_ 9 fitniì] fiano d'una fola dimenfione, e Io Aedo ar- 
z z 

gomcnto varrà per gii altri eafi . Ciò dipende dal teorema gene- 
rale per trovare l'efponente delle dimenfioni d'una frazione al- 
gebrica; egli è il feguenre, L'efponcnte delle dimenfionr di 
Dna frazione algebrica è eguale al rcfiiuo y chc fi hafottracndo 
Fefponcnte delle dimenfioni del denominatore dall' efponente 
delle drmenfioni del numeratore ; quefto teorema fi dimoftra fa- 
cilmente cosi :ab, che è un prodotto de' due fattori a , b , c di 
dire dimenfioni, e fe fi divida ab per uno de' fattori a , retta b 

per 
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per quoziente che è d' una fola dimenfione ; dunque quante fono 
le dimenGoni al denominatore d'una frazione, altrettante fe ne 
elidono al numeratore, e l'efponente delle dimenGoni refidue è 
la differenza de* detti efponenti ; dunque le dimenGoni d* una 
frazione fono indicate dalla detta differema ; quindi è, che cflen- 
do due le dimeaGoni al numeratore di ed una al denorat- 
natore, l'efponente delle dimenGoni di -—farà 2—1, cioè l' unità > 
e così nel refto . 

26. Si noti f.o Che fe il denominatore avrà più dimenGoni 
che il numeratore , refponente delle dimenGoni delle frazioni 
farà negativo ; e fe il denominatore avrà egual numero , o un 
numero minore di dimenGoni che il numeratore, l'efponente 
delle dimenGoni della frazione farà zero, o poGtivo. Le frazioni 
d'efponente negativo G chiamano , da Eulero , e da altri , fra- 
ziorù proprie . 2. 0 Che colle regole date , ed applicate folamente 
alle quantità incoraplefle , G conofee l' cfponente delle dimenGoni 
d'una quantità completa ; il numero de' fattori , che la compon- 
gono , (che fono rapprefrntabili da a> b, e , ec) è l'efponente 
delle fue dimenGoni . Dimoreremo altrove > che in una quan- 
tità omogenea , ed ordinata per una lettera , il numero de' fat- 
tori componenti è eguale all' efponente maftìmo di quella lettera » 
così x* 3 x* b 3 x A* -e b* è di tre dimenGoni . 3. 0 Quindi G ha 
l'efponente delle frazioni, che hanno per numeratore, e per de- 
nominatore una quantità completa . 
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CAPO SECONDO. 
Leggi del Calcolo nelle quantità algebriche . 

Calcolo nelle quantità intere. 

27. A Ddizione . Si ferivano tutte le date quantità in una 
j[\ fola ferie , da finiftra a dcflra , ritenendo il fegno 
dato a ciafeun termine ; fi facciano fu quella ferie 
le riduzioni del n. 22. Per fommare a + bc con bc—a, fi feri- 
va 4-*-Ac-r£c— a , e riducendo fi avrà zbc. 

28. Sottrazione. Si mutino tutti i fegni nel minutore, e fi 
fommino infieme tutte le date quautità. Per fottrarre ac — b da 
d-r^-t-ac, fi mutino i fegni ad ac — b, e fommando — achb 
con d «t-J-t-ac, fi avrà J-t» %b. 

29. Multiplicazionc. Per le quantità incompleto , conviene 
trovare il prodotto delle lettere, il prodotto de' coeficienti nume- 
rici , ed il fegno da premettervi . Per le lettere , balia congiun- 
gere le lettere delle quantità a multiplìcarfi colle lettere dell' al- 
tra quantità, fenza interporvi alcun fegno; per i coeficienti nu- 
merici fervono le regole della volgare aritmetica ne' numeri ; per 
i fegni ritenganfi le regole fopra dimollrate , cioè che il fegno 
del prodotto è , fe fono fimili i fegni delle quantità date, e 
che il fegno del prodotto è — fei fegni delledate quantità fono 
diflimili . Multiplicando 4^c, olfia 4^e per — $ad , fi avrà 
i.° Per le lettere b cXa d=za bed ; 2. 0 Per i coeficienti 4X 5 =: 20 ; 
3. 0 E per fegno del prodotto zo a b e d fi ha — x-f-= — ; cioè 
4&cx — 5 ad — — 20 ab ed. 

Per le quantità compiette , finttinomie, ed indefinitinomie. Si 
multiplxhino colle regole precedenti tutt' i termini d'una delle date 
quantità per ciafeun termine dell' altra ; fi faccia la forarna di tutt'i 

filli- 
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particolari prodotti . Muttiplicando* — h per c ^d , fi avrà (a — b). 
(c—d)z=(a — b) xc-f- x—^Cac— £c) (bd—ad). 

30. Divifione . Per le quantità incomplete . Il coeficiente 
numerico del quoziente, fi ha colle regole dell' aritmetica nume- 
rica ; il fegno del quoto fi ha come nella multiplicazione ; per 
le lettere ; fi ferivano le lettere del diviforc fotto le lettere del 
dividendo a modo di frazione ; fi Cancellino le lettere comuni 
ad amenduc i termini ; così 6bc divifo per — 30, dà per fe- 
gno del quoto =— ; per coeficiente del quotoy=2,c 
per le lettere ^ = *; cioè 6bc 4 — 3c = — ìb. Ho detto di 
{cancellate Te lettere comuni j dacché è evidente, che bc è eguale 
a b multiplicato per c ; dunque dividere b c per c lignifica divi- 
dere un prodotto per uno do* fuot fattori, che anche nella arit- 
metica numerica dà l'altro fattore per quoto» 

Per le quantità compierle finitmomie. Si ordini il dividendo 
ed il divifore per una iltefia lettera ; fi divida il primo termine 
del dividendo per il primo termine del divifore ; fi fottragga dal 
dividendo, il prodotto del quoto Fn tutto intero il divifore ; e fulhfr 
quantità refiJue fi rifaccia {a fletta operazione, fino ad avere zero 
per refiduo , o una quantità non più divifibilc per il divifore, 
da fcriverfi a modo di frazione a compimento del quoto , come 
ne* numeri » A dividere **— b 1 ne» a -r-l , fianco amenduc le quan- 
tità ordinate per a ; fi divida il primo tcrmifsc a* del dividendo 
per il primo termine a del divifore, e fi feriva a per quoto ; fot- 
iraendo da a*— b* il prodotto di a-t-b in #, fi ha — *b~^b* per 
refiduo, fu cui operando come le fotti» un nuovo dato dividendo , 
fi avrà — b per fecondo ed ultimo termine del quoziente» 

' Per h quantità compierti; infinitinemie. Si tlabilifca prima d'o» 
fjn'ahra cofa il numero de* termini , che fi vogliono avere nel quo- 
ziente , e fi ferivano altrettanti termini del dividendo A,cdel divi- 
fore B al lujgo della divifione i fi- ordinino al contrario delle 
«•.uartutà finite (cioè fi metta per primo termine quella quantità 

C z iu~ 
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incompleto , in cui la lettera, che diftingue i termini, accende 
al più piccolo numero di diuienfioni ) , e fi operi come nelle 
quantità finite. 

Calcolo delle quantità intere per mezzo degli e/ponenti. 

jl, £1 chiama calcolo delle quantità intere per mezzo degli efpo- 
^ nenti il calcolo delle quantità , che hanno la forma 
a* , a" , fatto per mezzo de' loro efponcnti . Le regole 
di quello calcolo fono foltanto per la multiplicazione e per la 
divifione , e fi deducono da n. 29. 3o. Dal n. 29. fi ha a* x a % 
~aaaxaa=zaaaaa=za ì - i msia- , zza i + *; dunque «'Xfl'ss* 1 +t 
quindi *■ xa —a 

Dal n.30. : 75 =£ ~ =^ = " , ; m " , = i <*« n 1 uc 



a* : tf , =S4 S ~" J ; quindi a* : ** SS ■ 
Cioè la fomma degli cfponenti w, », è l'efponente del prodotto 
di cT a* , e la differenza dell' efponcnte n dall' efponente m è l'cf- 

ponente del quoto di 

a 

32. Quindi r efponente delle dimenfioni di a può effere pò- 
fitivo, negativo, o zero, fecondo che in a*~ n farà n minore, 
maggiore, o eguale ad m . Quindi ancora I.» *S=4ji 

2. 0 ; dacché multi plicando il - *" ed — per la flelTa quan- 

di 

tità a*»,ùha a~ m xa im =z ; JL x „'« =4 - : Ed «• X ^ 

= a 9 t ■ = 0* ; cioè multiplicando una quantità per 4 0 , non fi 
muta il valore che aveva prima , ciocché è proprio dell'unità. Quc- 
fte due ultime propofizìoni , fi provano ancora altrimenti così; 

— ; = — ; ma — ^ := a ss « ; dunque * ss — ; ; in- 
a a a a 

noltre 
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A* * — 

noltre - = I ; ma - $ = « 5 5 ss a ; dunque / =5 I. 

Nota . La potenza *—* fta al numeratore della frazione — ~"*chc 

è eguale alla frazione i- in cui a* (la al denominatore; or quella 

a 

• 

opposizione di fito, che patta trailo (lare al numeratore, e Io 
flare al denominatore d'una frazione, viene acconciamente di- 
fegnata dal fegno dell' efponente , che io un eafo è 4-, e nell' 
altro — . Vedi Fontenclle (Geom. de V infini «.480.) 

Calcolo tulle frazioni . 

33. TJ Apprefcntando due qualunque fra zioni eon-J- , J-, fi 
XV avranno le feguenti formole. 

Addizione. ^ -t- ^ s= — — 
Sottrazione. f - L = 'J^il 
Multiplicazione. J. x -j = jj 

Divisone, f : i-=^ 

34. Efitano alcuni fulla regola per la divisone ; ecco come 
fi dimoftra . Suppongo che multiplicando i termini d'una fra- 
zione per una fletta quantità , non fi muta il valore della fra- 

zione ; così — è eguale a ~ , cioè a ^~ ; Suppongo innoltre 
* 4 2x2 

che la vera efpreflìone del quoto di due quantità fi a una frazio- 
ne che ha il dividendo per numeratore , ed il divifore per de- 
nominatore; Or dico, che per dividere una frazione per un' aU 
tra , fi devono rovefeiare i termini del divifore , e moltiplicare 
il dividendo, per il divifore così ridotto; cioè che 
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a 

Imperciocché j t j = c multipiìcando i termini di queft* 

7 

ultima frazione per il prodotto de' denominatori delle date,, cioè 

abd 

a c k — a JL 
per bd > fi ha -j : j ~~J7T ~ bc * 

■ d 

Calcolo àdlt fazioni per mezza degli ef ponenti . 

$5. O'E' già notato '(numi 32..} che il fegno»—, meflò avan- 
ti l'efponente d'una quantità qualunque dinota oppolt- 
zione di fito , cioè che la data quantità fatta d'cfpo- 
nente pofnivo appartiene a quet termine delta frazione , che & 
©ppofto al termine , in cui trovali efla collocata ; giufta la na- 
tura del fegno — , che indica Tempre quaTche oppofTzione , o 
contrarietà, a differenza del •TjChe ncll' ufo dinota talvolta una 

"** 

feraplice pofizione d'una qnantita ; quindi — — a x a 



" a ™ X A 



26- Quindi fi ha un- metodo per calcolare la quantità inte- 
re a modo di frazioni y e le frazioni « modo delle quantità la- 
te re ; ma per fermarci folamcnte nelle frazioni „ fi har 



Addizione. ~ SS alT* e d~ i 

Sottrazione.. j — = ~ c<r ~* 

Muhiplicaziorte. yxis:^^ x cd~* 



Di- 
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Divisone. £ : ± ss alT' : téT* 

37. Quindi fi ha un' elegante dimoftrazionc delle ordinarie 
regole per la multipJicazione e divisone nelle frazioni . 

M«5 * j = JJ; dacché jX -j = 4*— x cd~" =acb- 1 d 1 

n- 2 -°t : 7 = IT 5 dacche J : 7 = 4 ^ 3 

Èfìrazionc ielle radici dalle quantità Algebraiche . 

38. f~XAto ir prodotto d'nna quantità fconofeiura qualunque, 
| J e continuatamente mnltiplicata per fe fiefTa un dato 
numero di volte, trovare la quantità multìplicata . II 
dato prodotto fi chiama potenza della quantità che fi cerca ; la 
quantità che C\ cerca fi chiama radice della potenza il dato nu- 
mero di volte per cui s'è fatta la multi plica? ione , fi chiama 
cfponente del grado della potenza , e della radice. Rapprefentan- 
do per a qualunque quantità completa, o incompleta , intera, 
o rotta , farà a* a la feconda potenza di a , ed 4 la radice fe- 
conda di 4X4; axaXa farà la terza potenza di a , ed a la ra- 
dice terza di 4X0X4... ec. 

39. La foluzione del prefente problema di trovare, od ertrar- 
re la radice da una data potenza , non ha difficoltà alcuna per 
le quantità incompleffe ; è evidente Ufi Che la potenza <i r una 
quantità incompleta è il prodotto delle potenze de' fuoi fattori; 
la feconda potenza di b c , è b cxb c = b x c l , e ciò torna allo 
fleto che moltiplicare per l'efponente della potenza cercata l'cf-, 
ponente di ciafeun fattore della quantità data; per converfo adun- 
que ai eftrarrc la radice d'efponeate dato da. una potenza iu- 

.com- 
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compierti , fi dovrà dividere I'efponente di ciafcun fattore per 
I'efponente della radice cercata ; così la radice feconda di b % c % > 
• » 

èi'f ss le. 

E' evidente in ifi litogo che le potente d' efponente par- 
d'una quantità negativa, e le potenze di efponente pari o impari 
d*uua quantità pofitiva £bno fempre pofitive ; e che le potenze 
d'efponente impari d'una quantità negativa fono fempre nega- 
tive; quindi per converfo le radici d' efponente impari d'una 
potenza negativa fona negative; le radici d' efponente impari 
d'una potenza pofìtiva fona pofitive ; le radici d' efponente pari 
d'una potenza pofitiva fono e pofitive e negative; e le radici 
d* efponente pari d'una potenza negativa non fono nè pofitive, 
ne negative, cioè fono immaginarie» avvero impoflibili . 

Finalmente 3.0 quanto a' coeficienti; fe i coeficienti delle 
date potenze incompleto di grado 0 non fono comporti più di 
un numero n di figure , cercando traile potenze delle femplics 
figure aritmetiche il cocficicnte della data quantità , fi troverà 
fenza pena la fiu radice; ferve a ciò la Tavola prima delle potenze 
de' numeri (empiici . Se i coeficienti delle date potenze mcomplefle 
fono comporti di più figure che non fono unità in », fi dovrà 
cercare la loro radice coi rrwtoii delle potenze complefTe. 

Cercando te radice feconda di 36* J 1 c\ fi avrà r>*" c» 
c* ; 2.0 La radice feconda di 3.5 c 6; il fegno è ±; cioè 
difi gnando col fégno u>» la radice feconda cercata ; fi avrà 

40. L' effrazione delle radici nelle qua-ntirà complcfle fi de- 
duce dalla formazione delle potenze nelle quantità medefime; 
ballano però a fervire di formole le potenze d'un binomio qua- 
lunque rapprcfeitaro per a-rb. Si multiplichi *-+»£perfc ilefTo, 
e fi avrà la feconda potenza di fi multiplichi la feconda 

pò- 
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c de' numeri (empiici . 
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potenza di a +b per la fua radice , e fi avrà la terza potenza àia+i. , t 
come nella tavola feconda. Per vedere Tufo di quelle formole 
per 1* effrazione delle radici, fia meglio applicarle ad unefcinpio. 

Si cerchi la radice feconda ài x* + %kx+zi x + z Ai-r-A'-t-;* 
ordinata per x. La feconda potenza dia + bha 1 + % * b-r b* ; 
difeorro così: i.° Per avere la prima parte della radice di quella 
formola, che altronde fo eflere 4, bafta cifrane la radice fe- 
conda dal primo termine a della formola medcfima , ordinata per 

«; ettèndoj' a'z=z a * = 4; dunque per avere la prima parte 
della radice cercata , che è rapprefentabile per a , baderà eftrarre 
la radice feconda dal primo termine x* , e fi avrà x. *.° Per 
avere la feconda parte radicale b della formola, bafta fottrarro 
dalla medefima il quadrato della prima parte a , e dividere i! 
primo termine 2 ab del retfìduo la A-t- b l , per il coeficiente di b , 
cioè per 24; dunque per avere la feconda parte radicale cerca- 
ta, che è rappref ntabile per b> fi dovrà fottrarre dalla data 
quantità il quadrato x" della prima parte x già trovata, e divi- 
dere il primo termine ibx del reltiduo 2 h x-r- 2*xfl bi + b % 
H-»* per la, cioè per 2x; fi avrà b, 3.° Sottraendo dal reffiduo 
della formola il prodotto di*, multiplicato per la fomma del di- 
vifore,e della feconda parte radicale b , cioè fottraendo ( 2 *4- b)b, 
fi ha zero per refiduo; dunqtte fe la radice della data potenza 
è binomia , fottraendo dal refiduo predetto la quantità rapprefen- 
tata per (ii + i)», cioè (ix-r*)*, fi d° vrà avcr f tcr0 P cr 
refiduo; ed avendo invece il refiduo 2 x i 4- 2 b i -h ? , fi ha ua 
fegno ficuro, che la radice cercata non è binomia, e che colle pre- 
cedenti operazioni non fi è avuta che una parte della radice cercata . 
4.0 E' però certo che quefto refiduo è minore della quantità 
data di tutto intero il quadrato di x + b; fi può adunque con- 
tare d'avere folamentc fin qui fminuita la data quantità del 
•uadrato d'una fola parte della radice che fi cerca ; dunque chia- 
* D man- 



z6 



mando forte prima la parte trovata x+ò % fi potrà erta difegrta- 
re per r« della forinola, c per trovare l'altra parte b t fi dovrà 
ricominciare dalla feconda operazione, cioè dal dividere il refi- 
duo / -r-f* per z a , odia per % a? e Vi , die fi 
ha dalla divifione, farà una nuova parte radicale. Sottraendo, 
come prima, dal refiduo medefimo la quantità ( 2 b , cioè 
(ix-Hie-W')/, fi ha zero per refiduo, come nella forinola, 
ciò è fegno manifeflo, che la radice cercata è x-f-£-*-x. 

41. Se non fi folfc avuto zero per refiduo, fi farebbe ripe- 
tuta l'ultima delle precedenti quattro operazioni, fino a che, o 
fi avefle zero per refiduo, o l'ultimo refiduo non fo(Te più di- 
vifibile per za: Nel primo cafo la quantità data farebbe poten- 
za perfetta, e la radice trovata farebbe radice finita, o razionale} 
nel fecondo la quantità data farebbe potenza imperfetta , e la ra- 
dice trovata farebbe radice della malfima potenza nafeofta nella 
quantità data. Lo fiefib è il metodo per retrazione delle rodi- 
ci più alte di grado n , ed è manifefto il modo d'applicare; 
le forinole alle intere quantità numeriche. Si fepari > come è noto, 
ti dato numero da delira a finiltra in ctaffi di figure » per cia- 
feuna; fi operi lo quelle venendo da finifira verfo la delira, 
come fa allettanti termini d'una quantità complelTa . 

42. Per retrazione delle radici dalle frazioni > fi rifletta, 
che il metodo universale- per elevare ad una potenza qualunque 
una quantità data , applicato alle frazioni , fi riduce ad alzare il 
numeratore, ed il denominatore delia data frazione, alla potenza 
di grado dato ; ciò- fa conofeere , che ad elìrarre una radice di 
grado dato da una frazione, balla l' elìrarre la radice cercata da 



ci 2 ft uno de' ter mini della data frazione . Così 




Cai. 
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Calcolo ielle quantità radicali. 

43. T^X Alle cofc dette al n. 30. fui fegni da premetterfi alle 
U radici incomplete e manifefto, che fi poflbno dilUn- 
guere due generi di quantità radicali , cioè le quantità 
radicali reali y e le quantità radicali immaginarie; VYè una quan- 
tità radicale reale; è immaginaria. Col metodo del n.40, 
fi può aflegnare il valor vero di molte quantità radicali reali , 
come VT"=:i;ma d'un infinità d'altre quantità radicali reali 
DOO fi puòconofccre,che la radice della potenza maflitrta ,che vi 
ila dentro come nafeofta, e chiufa; oon fi fa la radice feconda 
di 5, ma la radice della maflìma potenza feconda, che (la in 5 
ci; le quantità radicali reali delle quali fi aflegna il valor vero 
fi chiamano commen furatili ; le altre quantità radicali reali fi chia- 
mano incommenfttrabdi o forde. Grande è i! profitto che fe ne 
trae nell'analifi da quefte quantità radicali, o reali ,o immaginarie, 
fottomefTe opportunamente alle leggi del calcolo; fi difegnan* 
effe col fegno V,fcrivendo alla finittra del medefimo, l' efponente 

della radice; V«~> o femplicemente YT, lignifica la radice fe- 

conda di a \ ylTfignifica li radice terra di a\ y* fignrfica la 

radice di grado m di a. 

44. Racchiudo nelle feguenti formole tutte le regole del 

calcolo , pe' radicali reali . _ 



Sottrarion* . J, // T~~'j/ f — 5 U^l \ / 7 
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Divifione. 



Formaz.* delle potenze. fi^Ò = "J/ ^ ~^T^> 

» ' w I 

Eflrazione delle radici . \J Ly^'l ss / J^~^t 

4J. Per !a dimoftrazione di quefte formole, conviene fup- 



i» 



porre , che , in vece di V*"fi pu& fcrivere 4 ; ciò difeeode natu- 
ralmente dal ». 39. Chi cerca la radice m di a , confiderà m 
come una perfetta potenza m d'una incognita quantità ; quin- 
di per le redole dimoriate al n. 39. fi dovrà dividere l'efpo- 



m m 



ncntedi*per l'cfponen te della radice cercata, e fi avrà V"*~ = * 
Da rjucfto principio fi hanno le dimoft razioni delle formole pre. 
cedenti; l'applico ad una fola. Si cerca la radice di grado — 



della quantità^-// £=:£x~--, fi avrà 1/ £ 




mv v 
mt ,mt 

9 o 

46. Per le quantità radicali compiette, mifte, o non miUc 
di quantità commenfurabifi , o razionali come a b... fi oflervino 
le fieffi Alme leggi, che fi fono date per le quantità intere; per non 
imbarazzarli nel decorfo del calcolo di tanti fogni radicali, l'uno 
full' altro ammucchiati , e flauti inficine, fi foilituifcano nelle 

quaa- 
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quantità date de' fimboli interi, «, i...ec. , e nel prodotto fi 
rimetta il loro primo valore . 

47. Anche le quantità immaginarie incomplefle , e compiette 
Slitte , o no , di quantità reali foggiacciono alle (lette regole del 
calcolo delle reali quantità. Si oflervi però che le quantità che 
Hanno fot to' il fegno fi p odo no Tempre con fiderà re come quan- 
tità pofitive, ma muhiplicate per— 1; così yZTi S V — i.a , e 
dalle formole del n. 44. Y == ^ = V*~" X Y^ • Prima dunque 
di fare le confuete operazioni del calcolo , o almeno quelle , che 
dipendono dalla multiplicazione , e dalla divifione , fi feparino , 
come Dell' efempio addotto, le quantità immaginarie, e fi man- 
tengano più che fi può le V~, anche ne' rifultati , finché non 
vengano cancellate , o tolte da un altra Y v ~, introdotta nel cai. 
colo da qualche multiplicazione, e divifione. 
Multiplicazione. Y~ X V=* = Y~* X Y=?T 

e= vr v-. x yr v-. = vr yr x Y-* 
= V7i x — 1=— VTJ 

Divisone . Y- a : Y-b = V—« : V=T1 =3 KV-" VTY=Zs 



vr*v=s ~~ yr" V T 

Per gli efponenti. -ij" - 7 ^-1 

_ • 

~ 'ì/ a ^/ — 1 BS^ 1 — 1; fi noti 1.0 che n indica un 

numero pari; 2. 0 che a ragione fi fuppone Y~ V--*» = — I ; 
dacché neH'efpreffionc di V~ fi confiJcri — 1 come quadrato, 
48. Si è femprc fuppofto nelle precedenti formole che le 
quantità radicali dare per la (omnia , e filtrazione , abbiano 
quantità limili fotto i fegni , e che gli efponenti de' fegni radi- 
cali follerò in tutte le operazioni Tempre gli (letti in ciafeuna 
dell.; dite qua ititi. Qtiando le quantità, che ftano forto 
i fe^ni aoo foXero fimili, noa fi potrebbe fare altro che 

in- 
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indicare col +— la fomma, o la fottrazione cercata; ma quan- 
do gli efpouenti delle date quantità radicali follerò diverfi, v'han- 
no acconcie regole per ridurgli allo tteflb efponente; quefte ap- 
partengono alle riduzioni de' radicali , che noi per ultimo raet- 
tiam qui per riftretto, anche ad efercizio di calcolo. 

Riduzioni tulle quantità ridicali. 
40. 1^ Idurreuna quantità radicale alla fua più fcmplice forma* 

Si cerchino tutti i divifori della quantità, che fta fotto il fegna* 
li eftragga la radice m da quegli che fono potenze perfette di m; 
fi metta fuori del fegno , a modo di coeficiente , il prodotto di 
quefte radici, ed il prodotto degli altri divifori fi laici folo fot- 
to il fegno. 

r " , m/ 5L.L JL 



yo. Ridurre una quantità qualunque fotto qualunque fegno 
radicale . 



Formola . -j 

Si alzi la quantità data alla potenza d' efponente eguale all'efpo- 
nenie del fegno dato ; fi metta oucfta potenza fotto il dato 
efponente . 



n 



ft« Ridurre una quantità qualunque ad «n prodotto d'uà 
numero qualunque m di quantità radicali. For- 
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Si feriva la quantità d*ta fono il fegno V*—; fi congiunta in- 
ficine co' noti fegni di muluplicazionc un numera m di quelle 
quantità radicali . 
Dim. Se m ss 4; Sarà 

Hfii-fì-fi-fi-fi- 

52. Mettere fuori del fegno qualunque quantità algebraica * 
ài qualunque termine , per ciempio del primo , d'una data 
quantità radicale complcfla . 



Formola . g x Va x + ì'x n = fx + m Va^b . 
Si cerchi la radice m della .quantità x; per quella radice fi divi» 
da la quantità complcfla, che fta fotta il. fegno, e fi mulnplichi 
il coefìciente dèi legno radicale . M 

Dim. y~x = x m i dunque gx Yax-rt>x n z=gx.x~ VV* -r- * x 



SS £ X w V\» ->rbx 



V* 

» M V V 



53. Mettere al numeratore d'una quantità, che fta fuori 
del fegno , qualunque quantità data . 

Si muhiplichi per la data quantità il coefìciente del dato radi- 
cale ; fi alzi la medefìma quantità data alla potenza d'efponeo» 
le eguale all' efponente del radicale dato, e per quella potenza 
ù divida la uuautità, che ila l'olio il fegno. 

Dim, 
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54. Mettere al denominatore della quantità, che fta fuor» 
del fegno, qualunque quantità data. 



m / m / 



Si divida il coeficiente del dato radicale per la quantità data ; fi 
alzi la mede/ima quantità data alla potenza d'efponente eguale 
all' cfponente del radicale dato , e per quefta potenza fi multi» 
plichi la quantità, che Ha fono il legno del dato radicale. 




5J. Ridurre una d.ita quantità radicale ad un fegno d'efpo- 
nente n maggiore, o minore dell' efponmte dato m. 



Forraola. 4- // 1=4 7/ c " 




d« 

Si divida l'cfponcnte del fegno cercato per l'efponente del fó- 
gno dato ; fi alzi la quantità , che fta fotto il darò fegno alla 
potenza d'efponente eguale al quoto di quella divifione. Si met- 
ta quella potenza fotto il fegno cercato preceduto dal coeficien- 
te del fegno dato. 

m / — " m mm n f fi. 



Digitized by Google 



3? 

56. Ridurre ad una quantità intera la quantità rotta , che 
f er avventura fi trovi fotto il fegno d'una data quantità 



Si divida il coefìciente del dato radicale per il denominatore 
della frazione , che fta fotto il fegno ; fi alzi il denominatore 
mede fimo alla potenza d'efponente eguale all' efponente del dato 
fegno ; per quefta potenza fi multiplichi la frazione , che Ha 
fotto il fegno. 

' 1 t_ i » „ 

m / m m m m / m 

a 7 / e 4 c e d m 4 / ed 

m * t// t-t "i-n- ^ — jj -r 

— . JL i / f» 

B n|/ 

57. Ridurre qualunque numero di quantità radicali al me- 
defimo fegno. 




Si multiplichi l' efponente di ciafeun fegno radicale A per il pro- 
dotto degli efponenti degli altri fegni ; e fi alzi la quantità, che 
fla fotto il fegno A 9 alla potenza d'efponente eguale a quefto 
fteflo prodotto. 



fteffa 
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fleflk ragione \ jf T- X s )7 ff* 

58. Per la trasformazione del num. 49. è accertarlo fapere 
trovare tutti i divifori d'una data quantità . Egli è facile il tro- 
vare i divifori incompleti , femplici , e comporti d'una data quan- 
tità: Si divida la data quantità pen. la più piccola, o più fempliee 
quantità , della quale fi veda comporto la data quantità X\ Si 
divida il quoto X 1 per la mede fi ma quantità »». . fina a che qual- 
cuno de' quoti X 1 non pofla \\\x dividerfi per l'allumo- divi Core .. 
Si divida X" per la più fempliee delle quantità Tomponenti , e 
fi ripeta la medefima operazione fu i nuovi quoti X"' , fino 9 
trovarne uno non divifibile cfattaraente., che per fe fteflb. Si 
ferivano per ordire uno fatto l'altro i quoti X , X"", X 1 "»..,* 
in una colonna A; in una feconda colonna B , vicina alla prf— . 
ma, h ferivano ì prodotti de' divifori preti a due a due; in una 
terza colonna C fi ferivano i prodotti de' divifori prefi a tre a 

tre , B conterrà i divifori (empiici ; C, conterrà i 

divifori comporti . Talvolta con quello metodo fi troveranno 
anche i divifori compierti ; Ma if trovargli . tutti efattamente ^ 
e per ordine y 'non è opera di leggiere fatica , e di piccole- rifìck 
Goni; querto problema lo rifervo ad un trattato particolare. 



CAPO 
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... r. CAPO TERZO. 



i 



Ufo del Calcolo Algebraico nella foluzione delle equazioni 

r«.'i.*;.:j ) ■ ,. . . : t , 

Formazione delle edizioni . 



?o. Ql chiama Algebra, o Analiji l'arte di feiogiiere col calco? 
^ lo- al 



sebrawo, i problemi , che fi propongono intorno a 
qnaifivoglia fpecic di ;quanmà ; e la prima operazione 
-dell' Analiita indutìrc , è di denominare colle lettere dell'Alfa- 
beto le quantità date, «• ic cercate, e di efprimere con carattere 
algehraico le relazioni ,• che tra -quelle pattano , non altrimenti 
-«he i concetti della mente noftra fìamo ufi ad efprimere con 
^parole, pròprie a queir idioma, che a noi e comune, e familia- 
re. Ciafcuna -condizione del problema dà un' equazione , e fe 
tante fono le condizioni , orna fe tante in numero fono le 
equazioni , quante Tono le quantità cercate , il problema fi chia- 
ma determinato j fe fono meno,o più in numero l'equazioni che 
le quantità cercate, il problema fi chiama indeterminato o più eòe 
"determinato; per ciafeuno di quelli cafi , ci fono opportune re- 
dole , o per determinare efattamente il valore delle quantità in- 
cognite contenute nelle equazioni, o per determinarlo proflfima- 
mente al vero. Non è mia intenzione di (tendere paratamente 
tutti i precetti dell'arre Analitica ; Solamente efporrò alcuni me- 
todi più facili per trovare il valore dell' incognita , per cui fi a 
ordinata una data equazione » fupponendo conofeiute tutte le 
altre quantità, che ne compongono i termini» 

6o. E in prima conviene lapere <juale fia l'indole, e la na- 
tura delle radici d'una data equazione ; volgiamoci per ciò al 
problema inverfo di cercare quale fu la natura d' un' equa- 
zione , che ha per radici ( o- per valore dell* incognita ) diverfe 
date quantità. Sia x l'incognita, e fiano a, b, e, d , i di- 
• -• E 2 vcifi 
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terfi valori di x; coficchè fia x SS *, # 85 t, * SS *, ec 
1,2 Si avrà x — 4 = 0, x — J = 0, x — c = 0 ... ce. ; quella è la 
fondamentale operazione dell* Analifi, chiamata trafpojìziont . Si 
conferva P equazione tra i due membri ( ciafeuna delle quantità 
tra fe eguali fi chiama membro dell'equazione) d'una data equa- 
zione , fe fi tolga da un membro dell' equazione qualunque ter- 
mine, e fi metta nell'altro membro col legno contrario , fer- 
vendo un zero al luogo del primo; ciò non è altro, che aggiun- 
gere, o fottrarre da amendue i membri d'un* equazione una fteC 
fa quantità; fe«ss#, fottraendo da amendue i membri la quan- 
tità 4, fi ha x — a zza — a , cioè x — • a SS «. 2.0 Ciafeuna di 
quelle equazioni * — azzo , x — £ = 0, ..... fi chiama equazio- 
ne di primo grado ; dacché l'x non fi trova in grado più ele- 
vato del primo; il prodotto di due di quelle equazioni (x — azze} 
(x — b — o) fi chiama equazione di fecondo grado, dacché, fat- 
ta la multiplicazione , V x fi trova alzata al fecondo grado , cioè 
alla feconda potenza; ed in generale , il grado dell'equazione h 
fempie eguale all'efponente m all'imo dell'incognita. Si noti che 
aggiungere un'equazione ad un'altra, fottrarre un'equazione da 
un'altra, moltiplicare , dividere un' equazione per un' altra 
lignifica aggiungere ciafeun membro d'un' equazione al -membro 
corrifpondcnte dell' altra ... ec. 3. 0 Quindi ciafeuna equazione fi 
può concepire come compolla di tante equazioni di primo gra- 
do , quante fono le unità nell' efponentc del fuo grado . Le 
equazioni però di grado più elevato fi poflfono concepire formate 
dalla multiplicazione d'altre equazioni di grado inferiore , e 
più elevato del primo ; quelle di quarto grado poflono cflcre 
formate da due del fecondo , quelle del firfio da tre del fecon- 
do, o da due del terzo... ec. 4. 0 Data una delle componenti, 
fi può abbacare di grado la comporta , dividendo quefla per la 
fua componente, e fc il grado della compofla è w, ed il grado 
della componente è », il grado della ridotta farà m — n. 

61, Fai- 
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61. Fatte le multiplicazioni accennate delle equaiioni di prt- 
tno grado, fi ha grado 

I. .... * — a = o 

II. ....** — ax f di = • 

— b* 

III. .... ** — ax* +> abx — abe ss • 

— £ ** -h 4 c* 
c *' -r- b c x 

IV. .... ** — ax* ~abx*—abcx + abciZ29 

— ix ! acx* — 4*dx 
~ ex* bcx* — 4 C <f X 

— 4- tfJx' — ir dx 

*</ <t* 
H- cdx* 

V. . * . . ce. 

: 

Numero > e qualità delle radici reali. 

• » • ■ * 

d*. 1^*% AH' attenta confiderazìone di qucfte,e d'altre limili fbr- 
1 V mole fatte colle radici negative , o mifle , fi vede ma>- 
nifeftamenre . i.° Che qualunque equazione ha tante 
radici ne più nè meno, quante fono le unità dell' efponente del 
fuo grado. 2.° Che il coeficientc del fecondo termine, o a dire 
meglio, della incognita che lo diftingue, contiene la fomma di 
tutte le radici ; il coeficiente del terzo termine contiene tutti i 
prodotti delle radici prefe a due a due ; il coeficiente del terzo 

termine contiene tntti i prodotti delle radici a tre a tre , 

c l'ultimo termine contiene il prodotto di tutte le radici prefe 
inficine. J.° Ne' termini pari , le radici fiatino multiplicate in 
numero ìmpari ; ne' tei mini impari , (tanno multiplicate in nume- 
re pari. 4.0 Se tolte le radici fono negative , i termini delf 

equazione fono tutti politivi j fc tutte le radici fono pofitive , i 

ter- 



ss 

termini All'equazione fono afternatiwmente politivi, e negativi t 
fe fono mille di radici politi ve , e negative , non è mai continuala 
l'alternazione de' fegni , e talvolta manca qualche termine ; di più 
tante fono le radici politi ve, quante fono le alternazioni de'fcgni -t- 
— ; c tante fono le radici negative , quante fone-Ie confecuzioni dello 
fletto fegno ne' termini dell' equazione. 5.0 Se U foraraaj delle 
radici pofitive è eguale alla fomma. delle negative , manca il fe- 
condo termine dell'equazione, o fi f a eguale- a zero; fe la fom- 
ma delle radici pofifive fuper-a- la fomma delle negai ive. , ;il fe- 
condo termine dell'equazione è negativo; fe la fomma delle po- 
fitive è minore delle negative, il fecondo termine è pofitivo. 
6".° Se il numero delle radici pofitive è pari l'ultimo termine 
dell'equazione è pofitivo, fe impari è negativo. 7.0 Se fi cam- 
bino i fegni de' termini folamente pari , o folamente impari 
d'un' equazione tutte le radici fi cambiano di pofitive in. nega- 
tive, e di negative in pofitive. 8.° Se invece d'x, e delle fue 
potenze fi foftitnifea in un'equazione il. valore, dell' incognita , 
la fomma de' termini dell' equazione farà eguale a zero. Quelle 
proprietà delle radici fi poflòno quaft tutte dimoftrare a priori 

dalle regole de' fegni -i ; baiti per noi l'induzione. Si noti , 

che le propofizioni inverfe delle otto precedenti fono vere in 
ogni cafo. 

Numero , e qualità delle radici imaginarie, 

* 

<?3. I^\ A1 calcolo delle quantità imaginarieè manifefto ,cbe il 
JL/ loro prodotto, folamente allora è reale, quando fono pari 
in numero le imaginarìe quantità tnfieme molt iplicat e; 
fi vede di più the per togliere da un polinomio x — 4 — V — b il 
legno radicale , non v'è altro mezzo , che multiplicare il dato 
polinomio per un altro, che non difTerifea dal primo, c he ne l 
fegno prefitto al termine iraaginario, cioè per V— b. 

64. For- 
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©"4. Formando fu quefti due principi l'equazioni còmpoft* 
da altre equazioni imaginarie di primo grado fi vedrà: 

Che fc v'hanno radici imaginarie in un'equazione, effe fono 
fempre pari in numero. 2.° Che fotto il fegno radicale di eia* 
fcun binario di radici imaginarie vi ila Tempre la medeflma 
quantità, foltanto diverfa nel-r-,o — che precede il fegno V^7"~ 

Che qualunque equazione di grado impari, ha almeno una 
fadice reale. 4. 0 Che nelle equazioni di grado pari , v*ha fem- 
pre una radice reale, quando l'ultimo termine, eioè il termine 
cortame è negativo. 5. 0 Nelle equazioni di terzo e quarto gra- 
do, fe manca il fecondo termine, ed il terzo fi a politi vo, v'han- 
po fempre delle radici imaginarie. 

65. II problema più difficile intorno alle radici imaginarie 
delle equazioni, è di fapere il loro numero prima d'applicarvi i 
metodi per fcioglierle. Newton ha efpofto per ciò un metodo 
affai elegante nella fua Aritmetica univerfale ; Io ha dimoftrato 
il Sig. Giorgio Campbell , e nel dimoftrarlo ci ha fatti avve- 
duti che era difettofo in molti cali. 

Efpongo qui il metodo , che a quello del Newton v'ha fotti* 
tuito del Aio il citato Autore . Sia m il grado dell' equazione ; 
dalla tavola delle potenze di a-hb fi prendano i coeficienti A del- 
la potenza m , ommeffi gli eftremi; fi fminuifea ciafeun coefr 
cicn'te di un uni^, fi avrà -4*; fi divida ciafeun termine dì A 1 
per il doppio termine corrifpondente di A; e le frazioni B, o B' 
quindi nate , fi ferivano per ordine (opra i termini della data 
equazione , ommeffi gli eftremi. Sia n qualunque termine della 
data equazione; »* la frazione fovrappofìa; a, b, c... ec. i ter- 
mini, che vengono verfo la deftra del termine n ; a\ b\ c, d 1 ... 
i termini che gli vengono verfo la finifira . Ciò pollo: Se ii'n" 
farà maggiore di a 1 a — b'b-r-cc — <iV-r e e — //.. . . ec. =C, fi 
feriva il fegno -t- fotto n; fe n n farà minore di C, fi feriva il' 
fegno— folto n; e fotto il primo e l'ultimo termine dell'equa- 
zione 
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xionc fi metta il fcgno : Saranno tante le radici imaginarie 
nella data equazione , quante fi troveranno alternazioni di 
ia — ne* legni fottopofti . Fin qui l'Autore ; io non ho fatto al- 
tro che mettere il teorema fotto forma più comoda, e più pia- 
na, introducendo le denominazioni di »,»'.... Applico il me- 
todo ad un cfempio . Sia l'equazione x 7 — j x* -t» i y x* — 2 3 x* 
fiSx' + iox 1 — 2 8 x -f- 24 = 0 di grado fettimo . Siano A 
i coeficienti della fettima potenza di a-±-b, ommefli gli eftrcmi; 
fottracndo l'unità da ciafcun termine di A , lì avrà A'; dividen- 
do ciafcun termine di A' per il doppio de* termini corrifpondenti 
di il, fi avrà B, cioè B> 

6 lo 34 34 19 6 
A.... 7. *i. 3 y. J5- ».7-B....-.-.|f.^. -.-! 

6. 20. 34. 34- io- A « * ^ ' 35* ii * 7* 5 

Si difpongono quelle frazioni fopra i termini della data equazio- 
ne, ommefli gli eftrcmi , fi avrà 

J_ 12 11 11 15 x. 

7 21 35 35 « 7 

* ? — 5 x' -t- 15 x 5 — 23 4- 1 8 x* h- 1 o x' — • a 8x4-24=0 

Hr- — -» -+• — t» 

a % • 7f n ■» 

per il termine 5 x fi ha » ss x , e C = ijx 

per il termine i 5 x fi ha n n = - i - x , % C ss 9 7 x 

7 

per il termine 2 3 x 4 fi ha n n S x ,cC = 291 * 

per il termine 1 8x* fi ha »' n ss x' , e C ss 7ox* 

35 

per il termine 1 ox* fi ha »■ »* ss 152° ** , e C ss 4 8x« 

per il termine 2 8x fi ha » x n ss x* , e C ss 24X* 

e mettendo fotto ciafcun termine dell' equazione i fegni oppor- 
tuni, fi hanno fei mutazioni, o variazioni de' Segni, cioè l'equa- 
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zionc data contiene fei radici imaginaric. Colla regola del Ne* 
wton non fc ne troverebbero che due, ■ 

> • 

' trasformazioni delle equazioni* 

66. T 'Artificio più univcrfale , e più fpedito per trovare le 
1 j radici d'una data equazione è di trasformare l'equazio* 
ne data in un' altra più femplice , per partire quindi 
dalle radici della trasfoimata alle radici della propofta. L'ufo 
del calcolo > e la pronta penetrazione dell' Analifta fugge- 
rifee nelle particolari circoftanze la più acconcia legge , con 
cui fi deve trasformare la peopofta equazione ; qualunque però 
fi» la legge della trasformazione. i.° Si prenda ad arbitrio un' 
incognita y diverfa dall' incognita x, per cui è ordinata l'equa- 
zione proporla ; queft' y rapprefentcrà qualunque radice dell» 
trasformata. 2.° Si efprima con un'equazione tra x ed y la leg- 
ge della cercata trasformazione. J.° Si ricavi da quella equazio- 
ne aufil'iare il valore di x, da fuftituirfi nella data equazione. 
Comunemente pailando , non fa bifogno per trovare l'x dell* 
equazione aufiliare, che delle più volgari operazioni del calcolo, 
e de' femplicitlìmi teoremi, che da quelle fi deducono; a cagio- 
ne d'efempio, che un quoto muluplìcato pel divifore è eguale 
al dividendo ; che un prodotto divifo per uno de' fuoi fattori è 
eguale al prodotto degli altri fattori . . . . ec. 

67. Efempj di trasformazioni . 1 .0 Aumentare le radici * 
della propolla y d'una data quantità w; fi ha x 4- m r= y , cioè * 
z=yr-m da foftituirfi nella proporta. 2. 0 Sminuire le radici * 
d'una data quantità m ; faràx — wrr.y, cioè x ==.*-- m . 3.° Sot- 
trarre ciafeuna raJice x dalla quantità m ; farà m — x=.r , cioèx 
= w— y. 4. 0 Muluplicare le radici x colla quantità m; farir»* 

= y t cioè x =-^. 5.0 Dividere le radici x per la quantità m; 

F farà 
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farà 2- = j, cioè * = m j . 6.* Dividere una quantità m per 

«iafcuna radice x ; farà — = j, cioè x ss 5.. 

Se le radici della trasformata voglianfi eguali 

m 

a V-, farà x ss/ 
a V/Ti farà x = .t" 1 

T '■ 

ad t-, Orà « ss t. 

■* j 

xf" «*J ' 

ad^i—, farà x =~r 
«g /■ 
«... ce 

F evidente, che foftituendo le radici della trasformata in qtiefte 
equazioni aufiiiarie, fi avranno le radici x della proporta; e fa- 
cendo varj efempj di trasformazioni, fi vedrà, ifi Che per mal- 
tiplicare le radici x con m , bafta foflituire j invece d'x nella 
data equazione , e moltiplicare il fecondo termine della nuova 
equazione per m , il terzo per m % , il quarto per ni* , 1"»^ per 
W"" . a.o Che per dividere le radici x per m , bafta foflituire y 
invece d'x nella propofta , e dividere il fecondo termine della 
nuova equazione per m , il terzo per in , il quarto per iw* , 
Yn tpm9 per m*~~ l . 3.0 Che, fe l'equazione propofta ha alarne 
r adici imaginarie, qualunque trasformata conterrà le imagi naric 
medefime. 4. 0 Se la propofta ha delle radici pofitive e negati- 
ve, e li aumentino le radici d'una quantità wr, le radici pofi- 
tive fi aumenteranno , e fi fminuiranno le negative nella tras- 
formata. 5. 0 Se la propofta ha delle radici pofitive e negative, 
e la quantità m , di cui fi aumentino le radici della propofta fi* 
eguale ad una delle radici negative , quella farà eguale a zero 
nella trasformata; la trasformata innoltrc avrà l'ultimo termine 

eguale 
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eguale a zero, e £ potrà afflare d'un grado , dividendola 
per y. 6 fi Nella fletta fiippofizione , fe » farà maggiore di qua- 
lunque delle radici negaxive della propofta y le radici negative 
della propoila così accrefeiufe , faranno, le pofuive della trasfor- 
mata , e la minima radice pofitrva della trasformata nafeerà dal- 
la maflima negativa della propofta.. jfi Se la propofta ha delle 
radici pofitive, e negative, e la quantità m , di cui fi vogliano 
feemate le radici della propofta , fia eguale ad una , o maggiore 
di ciafeuna radice pofitiva della propofta , o mancherà Pultimo 
termine nella trasformata , o le pofuive della propofta fminuite 
di m faranno le radici negative della trasformata . E' facile il vede- 
te le propofizioni inverfe delle precedenti , la loro dimoftrazione 
dalle regole de' fegni , e dal num. 61. , ed i corollari ): che fi 
poffono dedurre da ciafeuna k 

Ufo delle tv ai formazioni '„ 

0& f I "Rovare il valore della quantità w, che aggfunra alle 
l radici della propoila ,. faccia fvanire un dato termine 
nella trasformata . 
Se il fecondo termine della propofta ha -+» fi aumenti , e fe ha 
— fi fminuifea ciafeuna radice della propofta, della quantità m 
fuppofta nota \ fi ùccia, eguale a zero il coeficiente del termine 
della trasformata , che corrifponde alrermine, che fi vuol togliere • 
il valore di m dedotto da quella equazione farà la quantità cercata» 

Sia la proporla A *' — ìjz* -t*vz — /* =0» Si fupponga 

«+■ j * z 

* — *»:=: y y cioè z = r-n m; Sarà z. =.r -r- nt 

z x =T X -rzmy ni* 

d'onde nella propofta farà zJ =/ -r»3 my -t» 3 m* >-r m*- 
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— isz* SS —2 ;/-4W;;-i;«' 

4- /" z = -h / j 4» m ** 

= - #» 

cioè invece di -4 fi avrà B 3 h- 3 »* J + w* = & 

— 2 * / -4wj)-i«S 

-h / J "t* » i" 

Se fi voglia, che nella trasformata di ^ manchi il fecondo ter- 
mine, fi fupponga il coeficicntedi / , in B, eguale a zero, cioè 
3 m—is^zo , ed mz=z~lìrk la quantità da foftituirfi in B per 
avere la cercata trasformala. Se fi voglia, che nella trasformata 
di A manchi il terzo termine, fi fupponga il coeficiente di y 
in B eguale a zero ; e fe fi voglia togliere il quarto termine , fi 
fupponga il coeficiente di / , cioè l'ultimo termine di B , eguale 
a zero. Si vede in generale, che per fare fvanire nella trasfor- 
mata il termine che corrifponde all'» tfim0 della propofta , con* 
viene fciogliere un' equazione di grado (»— 1) tfimo . 

69. Trovare una quantità ra, che aggiunta alle radici della 
propofta , faccia eguale ad a il coeficiente d'un dato termine 
r tf*» della trasformata. 

Si operi come nel problema precedente ; ma il coeficiente del termi ne 
fitfi'** in B fi dovrà fupporre eguale ad a, e non a zero. 

70. Mettere nella trasformata i termini , che mancano nel- 
la propofta. 

Si aumentino , o fi fmìnuifeano , come al num. 68. d'una 
qualunque quantità a le radici della propofta . 

71. Mettere nella trasformata i termini , che mancano nella 
propofta , ed elevare la trasformata ad un grado qualunque più 
elevato del grado della propofta. 

Si multiplichi la propofta per x tante volte, finché la trasformata fia 
digrado cercato ; fi operi lull'cquazione così ridotta come al num. 70* 
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72. Se il primo termine della propofta ha un cocncientc 4 
diverfo dall' unità , trasformarla in un' altra , il cui primo ter- 
mine abbia l'unità per coeficiente. 

Si multiplichino le radici della propofta per 4; oppure fi divida 
ciafeun termine della propofta per a, 

73. Se il primo termine della propofta ha per coeficiente 
l'unità ,cd i coeficienti d'uno, o più altri termini fieno frazio- 
nari , trasformarla in un' altra , che non abbia frazioni per coe- 
ficienti degli altri termini , e mantenga l'unità per coeficiente 
del primo termine . \ 

Si multiplichino le radici della propofta per il prodotto de' de- 
nominatori di tutti i termini. 

74. Trasformare la propofta in un* altra, in modo , che la 
radice mattini a della propofta fia la minima della trasformata , e 
la minima della propofta fia la maflima della trasformata. 

Si fupponga x= 1-, c fatte come fopra le foftimzioni , fi multipli- 
chi ciafeun termine della trasformata per il prodotto de' deno- 
minatori della medefima . 

75. Se le radici della propofta fiano parte pofitive, parte nega- 
tive, trasformarla in un'altra, le di cui radici fiano tutte pofitive. 
Si muti il fegno al maftimo coeficiente negativo della pro- 
pofta ; da quello, aumentato d' un' unità , fi fottraggano le 
radici della propofta. Sia ** — 2* — 3 = 0; il maftimo coeficien- 
te negativo è— mutando il fegno a quefto coeficiente fi ha 3; 
fi faccia 3 + 1 — * = J > cioè 4 — x : = y , oflìa 4 — y = x ; d'onde 
x* =16 — 8j-r-j* , e la propofta fi cambierà in 

y — 8j--i- 16 =0 , cioè in / — 6y -t- 5 = o,che per l'alternazione 
T-iy— 8 
- ì 

de'fegni,ha tutte le fue radici pofitive. 

76. Togliere gli incommenfurabili coeficienti V"», che per 
avventura fi trovino ne' termini pari della propofta. 

Si multiplichino le radici della propofta per YlT. 77. Se 



4* 

77- Se fi trovi ne! cocficiente del fecondo termine della 



propofta n , nel coeficiente del terzo termine^/ n, ncf- 
fun incommenfurabile al quarto termine , n al quinto , 
p/' n al feflo> nefluno al lèttimo, e cosi fucceflìeamente, bafta 
fupporre atss — 2- J c Vaniranno i radicali di terzo grado da 

qualunque data equazione» Se non vi fotte quell'ordine ne' ra- 
dicali eoe fidenti d'un* equazione , è manifefto che colla pre lente 
trasformazione > che è la quarta del num. 67. non fvan irebbero 
i radicali . Lo tteflb metodo può fervire in cafi fiottili per le 

p/~9 , e per le pfl . 

78. E* troppo importante il fapcre togliere i coeficieoti ra- 
dicali da una propofta equazione per non dovere qui ommetterc 
nn metodo generale per le radicali d'ogni grado , comunque ài- 
fpofte ne' termini dell' equazione medefima* i.° Si lafci fola in 
nn membro dell'equazione la quantità radicale, che fi vuol to- 
gliere dall'equazione; ciò fi fa col trafporre nell' altro membro 
tutte le altre quantità: Si alzi riafeun membro dell' equazione 
alla poteaza d'efponen*e eguale all' efponente del radicale me- 
defimo. 2.0 Se dopo quefta operazione fi trovi nel fecondo 
membro qualch* altra quantità radicale , fi operi fu quetta come 
fulla prima > e così nel retto» Si abbrevierà il calcolo ( come al 
num. 46.) col foltituire prima di tutto, o dopo ciafeuna opera- 
zione una nuova lettera invece delle quantità già divenute com- 
menfurabili » rifervamlofi a rimettere nell'equazione il valore, 
o i valori di q»efìe lettere introdotte > dopo finite tutte le ope- 
razioni fuile quantità radicali - 

Sia 
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&*M + j/ -V=VZI; fi fàccia » 

m SS Y** 

ed invece dell* equazione data fi avrà x + » = d'onde » = m — x, 
ed elevando alla terza potenza ciafeun membro fi avrà n l ~m' 
-j»' *-r 3 »x" — x l , oflia »' tj»"' x-+-x* = *»' -t-3«** » 
in queft' ultima equazione fi fuppongano le quantità commenfu- 
rabili b'-tJ»' x-t-x 1 eguali ad f , e fi alti, a cagione dell'» 
«= ciafeun membro dell'equazione m i -t- 3 » ** = /* «H* 

feconda potenza ; fi avrà m * 6 m A x" 9 «•* ** =/* t chc no ° 
conterrà più incommenfurabile alcuna , dopo la fofUtuzionc de* 
valori di /, m, ». 

79. Quelli ed altri fimili fono gli ufi delle trasformazioni 
delle equazioni , tutti ncccflarjpcr difporre l'equazione, che fi ha 
da un problema a farci conofeere i valori dell' incognita , per 
cui è ordinata . La più ufuale traile addotte trasformazioni è 
quella del num. 68. applicata a togliere il fecondo termine d'una 
data equazione; la trasformazione del num. 78. ferve per cono- 
feere il grado vero d'una data equazione. 

Analifi delle equazioni di primo grado . 

80. 1 ^xAlle cofè fin qui dette è manifefto, che per non tur- 
^ _J bare l'eguaglianza che pa(Ta trai due membri d'un* 
equazione fi devono fare in un membro le ope- 
razioni fi e (Te , che fi fanno nell' altro ; come farebbe aggiun- 
gere ad amendue i membri, o fottrarre da' mede fimi una ilefla 
quantità , o quantità eguali ; mulriplicare , o dividere ciafeua 
membro per una fleto quantità, o per quantità eguali; forma- 
re la flefla potenza , o eflrarre la ftefTa radice da un membro, 
che fi forma , o fi eftrae dall' altro ; finalmente foftituire in un' 

equa. 
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equazione invece d'un termine, o cPuna lettera un altro termi- 
ne , od un* altra lettera eguale alle prime . Finché fi opererà 
full' equazione in qucflo modo , faranno fempre legittime le 
confeguenze che fe ne dedurranno; or quelli , e non altri fono 
g ! i artifici dell' Analifi ; Incominciamo dalle equazioni di pri- 
mo grado. 

8l. Se l'equazione non contiene più d'una incognita *; fi 
trafpongano in un folo membro dell' equazione tutti i termini 
che contengono 1'*, lafciando gli altri nell* altro membro ; fi 
facciano fu amendue i membri dell* equazione le operazioni a 
quelle contrarie , per cui refta Par inviluppato con altre quanti», 
tà ; cioè fe è divifo per a, fi multiplichi tutta l'equazione per*; 
fe è moltiplicato per a , fi divida per a tutta l'equazione ... ec; 
finoattantochè retti l'.'ts da fe folo in un membro, e le quantità 
cognite nell'altro membro dell'equazione. Si cerchi il valore di 

ax -t- bc = ~~c<i; fi avrà , trafponendo ~, e b c , 
e c 

d x 

ax j- :=zea —bc*' moltiplicando tutto per e, fi ha cax 

— d x =se* à — » bc* i olii 
(ca — d)x = c % a — bc 1 , e dividendo per ca — d fi ha final* 

mente x — - — . 

ca — d 

Con quefìc , ed altre limili operazioni fi lilera l'incognita d'un* 
equazione data ; cioè fi cfprime con quantità conofeiute l'inco- 
gnita della data equazione . 

Si. Se l'equazione contiene più d'un* incognita, per avere 
deteiminatamcnte il valore di ciafeuna incognita, fi frappongono 
date tante equazioni, quante fono le incognite , ed a quefte fi 
applicano le fovra cfpoftc riduzioni per le equazioni ad una fola 
incognita co' tre Arguenti metodi . 

Primo metodo. Stano, a cagione d'efempio, due le equazioni 

del 
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del problema a due incognite; sx by ~~ «* f — = * "~^7; 
i> Si maneggi una di qucfle equazioni , come non contenerti 
più d'una incognita; dalla prima equazione , fi avrà * = — — 
i.« Si fofiituifea quello valore di x nella feconda equazione ; fi 
avrà *^ =zb—i* ZZJllj 3.0 Softituendo il valore di j,prefo 

in quclta equazione, nel valore di x trovato prima, fi ha x— * 

b l c a -t- bc f ii a* — a b m 
- — ~ ■ — c , 

a *-bcf a*-bcf 

Secondo metodo. Quando in eia feuna delle date equazióni fi tro- 
vano v le {tede incognite ; fi prenda in ciafeuna il valore d'una 
fltffa incognita; fi faccia eguale il valore primo dell' incognita 
al fecondo, il fecondo al terzo . . . ec. ; fi avrà un* equazione, 
ed una incognita meno delle prime; fu quelle fi operi allo Hef- 
fo modo, e fi ripeta la (leda operazione , fino ad avere una fola 
equazione , con una fola incognita; il valore di quefta , foftituito 
sella penultima , darà il valore d'un' altra incognita ; il valore 
di qucfle dne, foftituito nelle altre, ci darà... ec. Nel propoflc* 

efempio. i.° Si ha dalla prima equazione x = 4 t dalla 

feconda equazione fi ha * =r 4 ^ c ~~ a 7 ; 1.© Facendo nn*cqua> 

aione di quelli due valor» d'* fi ha finii -3 ÌÌ£r\fL> ; 

m c .5 

d'onde cavando il valore di y> e foftituendolo in uno de' valori 

di x, fi avrà x . 

Terzo metodo. Se » termini delle equazioni, che contengono 
le flette incognite prefi tenza fegni fono identici , ed infieme fiano 
corg tinti co'feg-ni contrari, coli' addizione delle equazioni , c 
colte note foftuuzi ani , fi avranno i valori delle incognite : Se 

G ci 
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ci fi* U contrarietà de* fegni , ma V identità manchi «le' termini 
delle equazioni , fi riducano quelli all' identità , multiplicando 
un* equazione per il coeficientc d'un* incognita dell* altre , e fi 
faccia l'addizione delle equazióni t Se oltre l'identità de' termini 
manchi ancora la contrarietà de' fegni , fi riducano i termini all' 
identità, ed invece di aggiungere un' equazione all'altra, fi (ol- 
traggi una dall' altra. - " -, ; 

Plimo cafo. ax-<rbyz=.c ; ax.-—by=zd 9 equazioni, in cui a st ^ 
by fi trovano in amendue' le equazioni , ed il fegno di by »n 
una è •+■ nell'altra è — ; fommàndo quelle due equazioni fi h* 

e«+« d ' 
2 4*c=:c4-d, oflQa « sz - 3 foftituendo quefto valore di n 

iti qualunque iklle date equazioni fi avrà Vy. 
Secondo caio. Jx- byz=c; ex+fy=zd; Si multiplichi la pri- 
ma equazione per /, e la feconda per Ì,coencienti di y; fi avrà 
*[x~trfy=ztf ; b ex 4- ify±zdf; equazioni ; fn cui i termini, 
che contengono Yy fono identici ; e perchè non manca la contra- 
rietà de' fegni , col fommare infieme tmefte due equazioni , fi 

avrà(j/-^iO* = ^/fd/; offia x sa ^r b j *» fc fi rendano iden- 
tici i termini-, che contergono Yy 9 -ù avrà Yy* 
E' evidente, che nel terzo cafo 4x-t-£j = c, e x 4- fy = <*, ren- 
dendo identici i termini di x; o di jr > la differenza delle equa- 
zioni darà allo fteflo modo,o l'x, o I';. Queft' ultimo metodo 
fi fletide ,come gli altri due, a tre, a quattro.... equazioni for- 
mate da tre, da quattro.... incognite. 

83. Se il numero delle incognite fofle maggiore del nume- 
ro delle equazioni , non fi potrà determinare il loro valore , 
fenza affumcre ad arbitrio il valore di alcune incognite. Dat« 

3 K +trs4, fi avrà * ss , e quello valoro di « dipen- 

derà dal valore arbitrario che fi dia ad 7; cioè ar avrà infiniti 
valóri . 
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A*fili£ delle equazioni di grado più elevato del primo . 



$4* ^70' S UI con fui eriamo (blamente il cafo , in cui nella 
X\i equazione data non c'entri più d'un' incognita ; ne- 
gli altri cafi , CL dovranno maneggiare i metodi» che 
riporremo , conformemente a ciò , che a' è detto per le equazioni 
• più incognite di grado primo. Ma conviene prima di tutto 
• diflinguerc l'equa* oni che hanno tutte, o qualcuna delle fuc 
radici com me n Curabili , e razionali, dt quelle che le hanno im- 
maginarie, o reali in commenfurabili . Qualunque poi Ha l'equa- 
zione , c qualunque il genere delle fùe radici, dovrà Tempre effere 
ridotta colle trasformazioni fpiegate Copra , a non avere nè fra- 
•toni , nè radicali , nè altro coeficiente fuor dell' unità al pri- 
mo, o più. elevato Aio termine. 

8y. Per le equazioni , che hanno- qualche radice coramen» 
furabilc „ Si fepari la data equazione in due (brame qualunque » 
A , B ; per efempio in 6na ft mettano tutte le quantità » 
che contengono una lettera conofeiuta , e nall* altra 
il ferivano tutte le altre quantità. Ordinando quefte due fòm- 
me perx, fi cerchi il martino comune divilore delle meaVfimej 
fe egli è un* equazione lineare, o di primo grado , ci darà un 
▼atore dell'incognita x; altrimenti , dividendo la data equazione 
per quefto raaffìmo comune divifbre, fi avrà per quoto, o un* 
equazione lineare, che contiene un valore d**, o un'equazione 
compoft i , che, multiplic.ua col trovato comune divifore ma filmo, 
refìitutrebbe la data equazione; eia (cuna di quelle equazioni par- 
ticolari fi maneggi come la data , e le loro radici commenfura- 
bili faranno le radici della data* 

85. Efpongo il metodo per trovare il roaflìmo comune di- 
vifore delle due fbmme A y B» 

Si divida la maggiore quantità A per la minore B ; (e la dFvi- 
fionc fi fa fenza refiduo, è evidente che B farà il maflìmo di- 

G a viiore 
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vifore cercato. 1.0 Se v'ha qualche refiduo C, non fi badi al 
quoto della prima divifione, e fi divida B per C; fe la divifio- 
ne fi fa fcnza refiduo, farà C il maflimo divifore cercato. 3.0 Si 
continui per fimil modo l'operazione, non curando i quoti del- 
le divifioni, ed il refiduo D , che dividerà efattamente l'ultimo 
divifore , farà il divifore Cercato . 

Dimofirazione . 1 fi Se d è divifore di a\ farà i divifore di ma; 
Se d è divifore di 4 = ^-t-c, e di una delle parti b , farà d di- 
vifore dell'altra parte c; quefli fono afliomi, 

1.0 Sia — = m -f- ^ farà A == m B -f- C 

B £> 
., , ^ SS-f c . farà B ss n C -T- D 

C- 

~ SS f .. ....... . farà C p D 

3.0 D è divifore di C ; dunque D è divifore di nC, e per eflere 
D divifpre di fc fìcflo , farà D divifore di nC-t-D sa B; e Per 
la fletta ragione farà D divifore di A; dunque D è divifore co- 
mune dì A, B . Innoltre ; il maflimo divifore di deve 
eflere divifore di wB T C, cioè di C, è di »C, ofliadi Z); dun- 
que il maflimo divifore di A> B non può eflère diverfo da b, 
altrimenti farebbe minore di un divifore D , cioè non farebbe il 
maflimo. 

87. 1.0 Si potrebbe collo fleflb metodo trovare il maflimo co- 
mune divifore di più quantità A, B , C; Si cerchi il maflimo 
divifore f 'di À, B , ed il maflimo comune divifore r di j, C, 
farà r il maflimo comune divifore di A t B, C; ma per ora noi 
non abbiamo bifogno di tanto . i.° Il metodo di trovare il maflimo 
divifore r di due quantità, ferve ancora per ridurre una frazio- 
ne a minimi termini, dividendo ciafeun termine per r. 

88. Se le date quantità A, B fieno quantità compiette, co- 
me lo fono veramente nel cafo del num.85. , e ncceflario ordi- 
narle 
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«arie per rapporto ad una lettera; quindi l.° Se nelle quantità 
A, B così ordinate fi feopra ad occhio una quantità é t o nu- 
merica , od algebra ica comune a tutti t termini d'amendue le 
quantità date , quella quantità comune farà un di vi Tore da no. 
tarfi in difparte , ed il comune matfimo divifore de' quozienti 
delle date quantità divife per a , fi dovrà multiplicarc per quel 
primo divilbre. 

1.° Se prima di fare la divisorie di A t B, fi feopra che tutti i 
termini del divifore B fiano multiplicati per una ftefla quantità a t 

; 3 

che non fia divifore di A t fi prenda per divifore — , trafeuran- 

do 4 : Sia detto Io fletto del dividendo A . 
3. 0 Se l'efponente madimo della lettera, che didingue i termi- 
ni fia minore in una quantità, che nell'altra , quella prima 
quantità fi dovrà prendere per divifore, e l'altra per dividendo; 
Se l'efponente maflìmo della lettera, che diftingue i termini fia 
eguale in/1, ed in B, fi può prendere qualunque delle due date 
quantità per dividendo . 

4.0 Se nel fare taluna delle preferitte divifioni ,**fi trovi per quo- 
to una frazione; Si riduca la frazione a minimi termini, e pel de- 
nominatore della ridotta fi multiplichi il dividendo, e fi rin- 
cominci da capo l'operazione. 

89. Applico il metodo del num. 8j. ad un efempio. Si cer- 
chino le radici commen fura bili di x* — 2 a x 9 — ? #' x — $ a* b =0. 

— ex* **rlacx-»rl*hc 
bx % —iabx 
— bcx 

Si fepari l'equazione in due fomme ; cioè in una fi mettano, 
a cagione d' efempio , le quantità che contengono la lettera c, 
e nell' altra le altre; fi avrà 

A...x* — lax 9 —$a*x — $a b;cà~cx % + $acx + labc 
-h bx* — labx — bcx 

Nella 
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Nella feconda fomma c'entra io tutti i termini la lettera e, e 
dividendola per — c , fi ha £....» «* — 3 * x — 3 * £ 

Dividendo ^ per B, non fi ha alcun refiduo, cioè B è divilbre 
di A , e di ic fteflo , cioè della propofta ; ma per eflere B un* 
equazione coropofta , fi dovrà dividere la propofta per B , ed 
a ven do fi per quoto x-f-a — e, farà x3c«4 una delle radici 
cercate „ e maneggiando B come fe fotte la propofta > fi avranno 
le altre due radici della propofta , cioè x A • 

00» Il metodo precedente fi applica foltanto alle equazioni 
letterali. Pfer le e(]uaz*oni,o letterali, o numeriche, fi rifletta, 
che l'ultimo termine di qualunque equazione è eguale al prò» 
dotto di tutte le radia; quindi è, che qualcuno de* divifori dell* 
ultimo termine della data equazione, foftituito invece dell'inco- 
gnita *, col legno + , o col legno — renderà la fomma de' 
termini eguale a zero; Si cerchino adunque tutti i divifori dell' 
ultimo termine d'un' equazione ; fi ibftituifca cìafcuno di quefti 
divifori, col fcgno -r, e col legno — invece dell' x; tutti que- 
gli, che faranno eguale a zero la fomma d«* termini deli* equa- 
zione, prefi col fegno contrario, faranno radici della medcfnna . 
Nell'equazione fuperiore, cercando tutti i divifori di 34^- 
$a £, fe ne troveranno tre, cioè>, — 3*, 4 — *c % che tendo- 
00 l'equazione eguale a aero» fc fi foftùuiicaoo invece dell' x; 
Sarà dunque *=— h 

x=zia 

x—c — * 

La difficoltà di trovare tutti ? diviiòri compierli dell" ultimo ter- 
mino d'un* equazione letterale , fa preferire le più volte il me- 
todo dei numero precederne per trovare le radici d'una letterale 
equazione; ed il prefcnte fi riierva per le eqiwioni numeriche. 

oj» Se non fi trovi verun comune divifore malìtmo delle 
due lòmmcCnum. 80. ) , o & o^Tuno de' divifori dell* ultimo ter- 
mine 
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mine d* a n* equa* ione, foft imito invece d'*, facci* eguale « zero 
(num.90.) la fomma de' termini d* un* equazione , egli e certo, 
che le radici della propofta equazione non fono commenfurabi- 
li ; ma fibbene,o reali incommenfurabili , o immaginarie , o mi* 
(le d' incommenfurabili , e d'immaginarie. Dalle cofe dette Tulle 
radici immaginarie (rum. 64. ) , è evidente, che nelle equazioni 
di fecondo grado poflbno eflere tutte le radici immaginarie; nel- 
le equazioni di terzo grado poflbno eflere al più due immagi- 
narie , in quelle di quarto grado, o due, o tutte; in quelle di 
quinto, o due, o quattro... ec. ; quindi nelle equazioni di gra- 
do impari almeno una delle radici è reale. Se l'equazione di 
terzo grado a tre radici reali , ed incommenfurabili , con neflun 
artifìcio analitico fi potranno trovare i loro valori , e quello 
cafo fi chiama cafo irreiutìbile \ Se l'equazione di quarto grado 
ha tre radici reali incommenfurabili , la quarta farà reale , e 
commen Atrabile da trovarli coi metodi de' numeri precedenti . 
In generale poi trovato un valore a d'un' equazione ordinata 
per n; dividendo la data equazione per x — 4 = 0, fi abballerà 
d'un grado l'equazione medrfuna. 

91. Si noti di più, che il vero grado delle equazióni non 
Tempre è indicato dall' efponente maflimo deli' incognita , per 
cui è ordinata. Le equazioni di fecondo grado poflbno edere 
compofte da due del primo ; quelle di terzo poflbno eflere com- 
pone da una del fecondo, e da una del primo , oppure da tre 
del primo ; quelle di quarto grado poflbno eflere compofte da 
quattro del primo, o da due del fecondo, o da una del terzo, e 
da una del primo, e così nelle altre . Rifervo (come al n. 58} ad un* 
altra operetta la ricerca delle equazioni compofte, che rmiltiplkat» 
infieme formano l'equazione data; cioè la ricerca de' fattori 
compiei!! d'una data quantità. Supponendo ora, che le compo* 
centi fiano dejla forma *r-a=:o, fe « è una quantità com- 
mcnfurabile , £1 troverà coi metodi già efpofti , fe * è una quan- 
tità 
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tità incommenfurabile , fi potrà trovi re con quegli che efporrò 
qui fotto. e- 

' 93. Finalmente fi noti , che con facili fofHtuzioni fi rìJu- 
cono molte equazióni di gradò fuperiore alla forma delle equa» 
aioni di grado più deprefib. 

1/ equazione 4... — ~ a 4-j>* =ro, che fembra di quarto 

r ° 

grfldo per Va* , fi riduce ad una del fecondo, facendo «* zstg 
cioè fi riduce a #* — r -~ t «*»f * =o; l'equazione ^ fi c hia- 

..*..,' .'. • • 

ma derivativa del fecondo grado . Così — 2 /£ 4 —r 1 1 

= o, che (èmbra, per il , di fefto grado , fi riduce ad una del 
terzo , facendo £'=:*> cioè fi riduce a *' — 2 z* 1 '■+•/ Ir* — **' 

— o; l'equazione B, fi chiama derivativa del terzo grado. *.ec. 
E* evidente, che folìituendo le radici delle equazioni derivare t> 
z nelle fuppofic a* b % SS a;, fi avranno con una fempliee 
effrazione di radici , i valori di a , £ delle derivative . 

94.. Trovare il valore d'x delle equazioni di fecondo grado 

fx— y=o. 

Si fopponga x=:/4-|-p, affine di togliere il fecondo termine' 

della, data equazione , fi avrà / - ^ £ = o ; cioè f ss ~ p' 

— 7 

, ed efiraendo da amendue i membri di quella equazione la 

ra- 
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radice feconda, fi ha J~+^f/ 1 + eflfcodo « 9 * 

farà * = ~/>+|/ 
La preparatone di togliere il fecondo termine della propofU 
equazione, fi fupporrà già fatta nel problema feguente , che com- 
prende le equazioni d'ogni grado più elevato del fecondo « 
95. Trovare il valore d'x dell' equazione 
A . . . x m — B x*"~* — C * — D «*" 4 . . . — S 5S o . 
J.° Si rapprefenti la radice cercata x con tante lettere 4 >J,c...ec. 
quante fono unità neh" cfponente m del grado dell'equazione A, 
una meno; cioè per le equazioni di terzo grado, fi fupponga 

x — a *f A 
per quelle di quarto... x =: * -t- £ -+* e 
per quelle di quinto.. . x = <j-t- £-r»c 4- d 

• • • 1 ce* 

2.0 Si alzi ciafeun membro di quell'equazione ipotetica alla pò- 
lenza di grado tn . 

3.° Si Sparino dal fecondo membro di queft' ultima equazione 
le quantità, che corrrfpondono ad x 1 " * , x"' 1 . . . . ec. 
•40 Si introducano nello fteflò fecondo membro gli ae"—*, x" - * 

invece de' loro valori efpreffi in <r, e trafponendo fi 

faccia tutta l'equazione eguale a zero; fi avrà AK 
5.» Si fuppongano ì coeficienti de' termini di A\ eguali ai eoe- 
fidenti de' termini corrffpondenti di A , e combinando infiem* 
le equazioni ,che ne rifulteranno , fi ricavino i valori di «, b % 
c • • • ec. 

po'. Prima ài fare 1* applicazione del metodo , è neeeflario 
dimoftrare un teorema , che ha frequen tifiamo ufo in tutta Tana* 
Jifi, e fu cui fi appoggia tutta la rifoluzione dcll$ equazioni, 
che ora {pieghiamo ; egli è il feguente» 

H Se 
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lì Sig. Sketch nel fno opwféute ingtefe Me #«0?*»* , lo dimo- 
Ara pei caio , che x fìa vna pkxoli filma frazione , o , -come di- 
cono più proprrameme , una quantità incipit «mente piccola . SI 
divida, dice, cìafèim membro <leir equazione per x; G avrà 
4 A * -r-cx* ". . ; ec.z=e-T-/"* ~ gx* . . . ec. , e -per eflere infini- 
tamente piccola fk\ flon fi lurterà l'equazione, (prezzando 
ix, ex* , . . . . f x , £ x* . . . . , farà dunque i — r . Levando ora 
dalla equazione già ridotta per mezzo della divifione, Je tjna rKttà 
eguali a, #, farà bx-t-cx* h-.... «c. r=/\*t- -i-... ce. fulla 
quale fi potrà ripetere 'alt* infinito la ftefla dimofìrazkrae . 
Quando V x non fia una quantità tirrrnitameme piccola, ciocché 
fempre fi fappone ncll'Analifi finita, è evidente, che rìducendo 

l'equazione aTla forma x* ax 9 **" b x m * ec.rso, R 

coeficiente a conterrà la fomma delle radici , b il prodotto delle 

radici prefe due a due ce. ; dunque fe quefla equazione fi 

luppone identica con x m -r e x*~' / x* -1 .... ec. 2=0 , f! coe- 
ficiente t conterrà hi fomma delle radici della prima equazione, 
b il prodotto delle medefime, prefe a due a due . . . ce. ; cioè fora 
* = e ; 

>=/ 

...ce Quindi a ragione appongono gli Analiiìi eguali i ter- 
mini , o i coeficiemi de* termini corrrfpondenti di due date equa- 
zioni identiche: Intendono elfi che ciò fi faccia, quando dico- 
no di paragonare i termini di due date equazioni ftippofte eguali . 

• 97. Applicazione del metodo. Sia la propofta di grado terzo 
H x 1 — />* — 9 = 0 , e la radice cercata x=za~*-b ; farà 

Quale è in quello fecondo membro la quantità, che è mufripli- 

cata 
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cata per x=za + bi Fatta un -pò di rjMGone , fi vede Cubito, 
che 5 *' A 4- 3 4 b* è eguale a 34 J multiplicato per 44-i, cioè 
per x; Inrece iuoque di a i -rj 4^ fi jotrà icriverc J^x, 
e fi avrà ; - £ - , ; — - - . 

A*... ** — 3 abx — a % =0 

che è un* equazione identica alI'Jf. Quindi $ » b =rp\ 

.'.i.if=J=* 



4 l 



Dalla prima di quelle equazioni vfi ha* . V » Cé w^st^ 'f 

e dalla feconda fi ha . . .7. . . : ) a* f 

^ cioè 4* 4-V a'^sVf, 
e fatta la foftituzione del valore di a 1 * 3 dedotto dalla prima 

— « 

equazione fi ha a 6 — qa* s=r p* 

a 7 » - 

che è un'equazione <kxi dativa di "feapad* &rado;4Vndc 



Refla a deterornaifi il ma folliti* ndo 11 valore tt 
4* nette Tquaaionl B, 0 fca ' ' -.-".'*. — v, 

•datfa frana 



* ai ssz i' i ■■ — ? 
3* 



3 « » / 7 



H * e dalla 



\ 
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e dalla feconda 



i J 



donde *■ — * | 



I' 



oppure 



.. : 

• "v* * r' i 

»# • •* ■ m i * • f * 

« . * 

f 

- ■ »■ 

I 

f..'::f:;V*..-; t v. 
- ir»? : 



98. Sia la proporla A . .. . * 4 — f ** — ?* — r ES o , eli 
radice cercata x=; frrà 

~- 4c* J ■+• 12 * c 4*' c 

— ^ *. ^. ó e* «" 4- * 4» <5i* c* 

+ .4 ^4 + 8^ 



Qual'è 



Digitized by Google 



6i 

Quai'è in quello fecondo membro U quantità , che è multipli- 
c ata per x" = (g+h+c)* , e quale è quella, che è moltiplica- 
ta per x-=:a + b+c? Si difponga il fecondo membro nel modo 
lèguente 

-4- Sbea % -j- 8 b* ea 4^ c 
+ 8c% m -r 4 »*V 

4^ j 4-4* , *"-t-4^**-+-4* , * , 1 _ tf 
-t- 4*c<$' 4Ìc* / 

- 4* J . 

Facendo la divifione di B per x* , offia per (44-i-i-c) 4 , fi 
troverà 

B = (i^ -»-4#0(44-*-t-0 1 = "M**)** Ì 
e facendo la divisone di C per x , offia per a -t- 1 c , fi tro- 
?erà 

C= (4*4* -+-4*c* )(4 + A-t-c) s= (4*4* 4-4*c* ) x 

recando D non divifibile per x , cioè fenza x per fattore • 
Quindi l'equazione ipotetica fi cambierà in quella 




6t 

?,«!.• i 



Paragonando 4'con fi ha i> l _ -1 p ? + L r f JL f ~~ 0 

* ■ 4 ^4 

t 



4 

>o C== E iZL. 

La prima equazione è derivativa del terzo grado, e darà b; la 
feconda è derivativa del fccwné© graio , e darà ««• Ja tenti e di 
primo grado, ed efprimé 41 *alore di e. 

Per applicare quefle equazioni più comodamente alle formole 
de' Tuim. pfecetleti ti , fi mirorlucafto affettile drn»r»»inatiaui 4M* 
filiarie ad arbitrio, da riroetterfi al primo valore dopo §mM i 
calcoli neceflarf per ifei«gtt»te3 ♦*! «ella +riam t^naai — e fatto 
f 5=4*,^^, r,= 4 *,» £ avrà 

** — 1^4-/ *" — *•= o 

E* f-viSenr* , tto 9 za et ad» è «oniedàJe per ogni 
do ; per avere le v&dici tTun' r^a azione 4t fune» jrado , £ do» 

vrà feiogliere un* equazione di quarta grado , una del terzo , 
una del fecondo, ed ama del primo, e3 in generale, per avere 
le radici d'un' equazione di grado»? , fi terranno feiogliere tut- 
te le equazioni di grado inferiore fino inclufivamente il primo. 
Vero è, che per la lunghezza de' calcoli che devono farfi in 
quefto metodo, fi ha v/icorfo ad altri metodi più femplici , prefi 
dalle equazioni indeterminate; noi gli {piegheremo altrove; in- 
tanto 
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p, die fidi piacere ai ktioù d vedere come con un* 
foia tr*4*tm*xàom dd primo tarmi»* di qtuUwp* data, cqjv&ont , 
fi hanno le fu e radici. U Varignon ( Acad- RojraJL 19*00 Kl 
trovate per quella ftrada le rabici delle equazioni di fecondo e 
terzo grado Cplamerue , fenza accennare che fi poteva (tendere a 
tutte l'altre equazioni. 

ioo. Per 1'equazioae x px q = o; i.° Se-^f* s=-~f , 

le due radici pofitive, o negative (la Comma delle quali è egua- 
le alla terza), fono fempre eguali tra fe: Se il f fia negativo, 

*à rr P* < f* t radiai dell* equazione fono immaginarie : 

TI 1 * 

Se ~ P ? a le radici fono tutte reali, ed ineguali. 

1* Nel primo cafo , ciafeuna delle radici eguali farà fempre 

: Nel fecondo cafo < che, per le cofe dette , vale anche 

Z *p 

quando il folo p fia pofitivo ) , fi chiami r" un quadrato mag- 
giore di p , ed rsr ^f»> fe fia ^z=zr t farà 
™H « 

la radice dell* equazione , quando efla fia commen Girabile : 

Nel terzo cafo , ~- farà , come prima , la radice maffima dell' 

equazione , e prefo r* minore di p farà fimilmente una delle mi- 
nori radici . Il ^gno da premetterli al valore delle radici trova- 
te farà Tempre contrario al frgno de' quoti delle accennate divi- 
fiorii, e fe non fi trovi IV colle due proprietà indicate, la ra- 
dice farà incoromenfurabile da cercarfi colla forinola dimoftrata . 
3.0 Comunque nel cafo irredutibiic la formola generate dia Je 

ra- 



Digitized by Google 



*4 

radici dell' equazione fotto forme immaginarie, fiducendo io fe- 
rie infinite .la forinola medefima, fi avrà un' approflìmazion« 
alle radici Fere, e tpogliata delle quantità immaginarie. La dì- 
moftraztone di quella verità appartiene al libro fecondo di quo 

i * • ♦ 

fta trattazione, dove fi parla delle ferie infinite -, fatto^S^»* 



fari * = 1/ * t * j/~ I +• \f* Z 1 f/- 1 > 

• 4 

e fvolgendo in ferie cìaCcnno di quefli radicali , I» loro fomma 
farà reale, e fe una delle quantità è 9 a fia molto maggiore d<H* 
altra , con pochi termini della ferie fi avrà un valore d'x proC 
fimamente vero; come ciafeuno potrà vedere da fe, dopo la teo- 
na dell' evoluzione delle ferie . Quefte rifleflìoni fulle radici del- 
le equazioni di terzo grado , daranno molto lume per le radici 
di grado quarto: Conchiudo quefla Introduzione con un pro- 
blema. 

loi. Problema. Due forgenti , ciafcuna delle quali fèola 
uniformemente, hanno empiuto uno de' fottopofti confèrvatoj a y 
la prima nel tempo b y la feconda nel tempo c , ed il conferra- 
to/o à , la prima nel tempo e , la feconda nel tempo /; fi cerca 
quant' aequa fia ufeita da ciafeuna forgente . 
l.° Siano se, y le quantità d'acqua, cioè il numero a cagione 
d' d'empio de' lecchi d'acqua nfeiri ad empire le conferve a 9 d 
nel corfo di giorni £, e, e,/. Sarà bx la quantità d'acqua 
ulcita dalla prima forgente nel tempo h k e <j la quantità d'ac- 
qua uleita dalla feconda forgente nel tempo c; per le condizio- 
ni del problema, quelle due quantità d'acqua devono edere 

eguali 
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eguali alla quantità d'acqua a , che empie it confervatojo ; fi 
avrà dunque ix + cyzza . 

2. ° Se nel problema non en tratte altra condizione che quefta , 
non fi potrebbe determinare nè l'x , nè Vy , fe non mettendo 
un arbitrario valore ad y> o ad x; avendo fi , trafponcndo 

hx=za — cy 

c yz=a — bx, e dividendo la prima equazione per f, 
e la feconda per c, fi avrebbe 

. *-cy 

*—~ 

y = • , e facendo y — h nella prima , ed * a k 

nella feconda, fi avrebbe 

quefto problema perciò farebbe indeter- 
minato , ed ammetterebbe infinite foluzioni , fecondo gli infiniti 
arbitrari valori di £, e di A. 

3. ° Ma la feconda condizione del propofto problema , ci dà una 
nuova equazione , e determina con ciò ad una fola foluzione i 
valori delle due incognite x , y ; dacché fi avrà ex, f y per le 
quantità d'acqua fparfe nel tempo e, /, che prefe infieme devo- 
no effere eguali a d; cioè ex-r-/ yzzd* 

4. 0 Mettendo in quella equazione il valore d'x prefo nella pri- 
ma, c foftituendo nella prima il valore d'y prefi da quella feconda 

r 1 ed — af 

equazione, u ha x^-^j—jj 9 

a e — (ih 

y = 




cc-bf 

* 

■ 

I 102. Se 



66 

IO*. Se fia *5=i^5 <f = 33o; farà xrrgo 

*= z c= 5 J =45 

<= 3 /= 4 
Se tf=zno d=ioo; farà x = — 30 

i= 4 <= ? jr = 4° 

c= (5 /= 7 

Queftt ri fu! rati adempiono efatta mente tutte le condizioni del 
problema; nè fi può anche per ciò dubitare della loro efattezza; 
ma che fignifica quel — 30? Si ritenga il fignificato del fegno — ; 
fi cerca qui quanta (la l'acqua che dee dalla prima forgente, e 
fi trota che n'efce-~3o mi fu re ; lo flato appallo all' ufeire non 
è altro che l'entrare; onde la prima forgente* tanto non ne per- 
de , che anzi ne acquifla 30 , ne ruba invece di darne , invece 
d'impoverire arricchifee ; fe ciò non può fuccedere in qualche 
cafo particolare , o per la natura , o per la pofizione delle for- 
genti, farà pure imponibile, che fi fieno verificate in quel cafa 
le condizioni date. 

103. Se oltre la fomma delle perdite d'acqua * , rf, ed oltre 
i tempi by c, e, /fi deffe ancora il- prodótto delle due perdite; 
cioè x.r=£, il problema avrebbe più condizioni , o più equa-' 
zioni'che incognite; cioè farebbe friA che Aeteminato . Quefto 
eccedo di equazioni , o condizioni rendono per lo più impoOi- 
bile il problema; cioè nel cafo noftro farà impoflibile il proble- 

, , * . ed — af w af — ih , 

ma fempre che g non farà eguale a cg _ 6 y X ~ e L- lf = h » c 

quando ciò fucceda , fi avrà fempre un'equazione identica; cioè 
£ = cioè la condizione aggiunta farà un'equazione inutile al 
problema, già fciolto per le altre due. Ben è vero, che l'iden- 
tità delle equazioni non fempre moftra l'inutilità delle condi- 
zioni date ; talvolta è fegno , che la quiftione malamente fu 
propofta a tpodo di problema , ma fi veramente doveva profe- 
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rirfi come un teorema ; talvolta altresì raoftra , che fi è affinità 
una condizione fuperflua , ommefla quella che era" neceflaria alla 
fonazione del problema; talvolta finalmente iodica, che s*è cora- 
meflb errore nel calcolo. 




LI. 



t 
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LIBRO PRIMO* 

Progrcffioni geometriche , ed arie meliche • 



CAPO PRIMO. 
Delle ragioni geometriche, ed aritmetiche. 

Nozioni generali falle ragioni , t proporzioni geometriche • 

i. A teoria delle Progreflioni geometriche, ed aritmev 

(fi tiebe, fuppone quella delle geometriche, ed arft* 

m metiche ragioni, ed immediatamente trae firco la 

ttm ma* teoria de 4 logaritmi. Quefta farà la materia de' 
tre capi, in cui va diftinro il prefente libro, e la tratterò, fpe- 
ro, non lenza qualche particolare eleganza, ufaodo ad ogni paf- 
fo gli artirìc; analitici, poc'anzi fpiegatt nell' introduzione. 

1. Ragioni geometriche. Le voci ragioni y rapporto , fignifìcano 
un confronto, o un paragone di una quantità qualunque con un' 
altra; quando fi paragona una quantità eoo or/ altra per conofeere 
quante volte , o come la prima contenga l' al tra , o fi a nell'altra con- 
tentata, quel rapporto , e quella ragione delle dna date quantità fi 
chiama rapporto, o ragionc£fO«rtra*,o feaz' altro aggiunto , ragione . 

5. £' evidente. M Che per avere una ragione geometrica 
fi richieggono nè più nè meno di due termini ; cioè quello , che 
fi paragona , c quello , a cui fi paragona . 
2.0 Che la ragione geometrica di quefti due termini fi coaofcc 
colla divifione d'uno d'eflì per l'altro . 

3.0 Che quindi fi può dinotare la ragione geometrica co* foli ti 
lue- pernii di divifione, o a modo d'una frazione volgare , e al- 
lora a: by oppure fi legge a fla a h. 

4-° Che la proprietà della frazioni volgari fi convengono alle 



ragioni geometriche, e quelle delle ragioni geometriche fi con. 
vengono alle frazioni volgari . 

5. 0 Che le quantità, traile quali fi fa il paragone per i (coprire 
la ragione di contenenza d'una nell'altra, devono edere della me- 
de fi ma fpecie, ed infieme confiderate come quantità , o numeri 
atti-atti ; cioè non confiderate fecondo il loro eflere fpecifico, ma 
fecondo l'è (Te re numerico di ciafeuna. 

4. Nelle ragioni geometriche. i.° II primo termine, che fi 
paragona coli' altro, fi chiama antecedente , ed il fecondo confluente 
della ragione; il quoto delia divifione dell' antecedente pel con» 
feguente, fi chiama esponente della ragione, e fe l'efponcnte della 
ragione è una frazione, fi fuppone cfla ridotta a minimi termini. 
2.° Se l'antecedente è eguale al confeguente, la ragione geometrica 
fi chiama ragione d'uguaglianza: Se l'antecedente è maggiore del con? 
feguente , la ragione farà di maggiore dif uguaglianza : Se l'antecedente 
è minore del confeguente , la ragione farà di minore di [uguaglianza* 
3.0 Se il rapporto, che in una! ragione ha l'antecedente al confe- 
guente fia lo fìeflò che il rapporto, che in un'altra ragione ha il 
confeguente all' antecedente , fi dice , che i termini della prima 
tra loro danno in ragione inverfa , o reciproca de' termini della 
feconda ; e fe l'antecedente di una ragione ha al fuo confeguente 
Jo fteflb rapporto, che l'antecedente di un* altra al fuo confe- 
guente, fi dice, che i termini della prima flanno fra loro in ra- 
gione diretta de' termini della feconda ragione. 
4.0 Se fi multiplichino infieme molte ragioni /empiici 

F * 1 1 7 ' ^ cllIama T7J ra S ionc com P°fl* àclìc date ; Se le 

ragioni componenti fono tutte tra fe eguali, la ragione compo- 
rta delle date ragioni prefe due a due , fi chiama ragione dup- 
licata : prefe a tre a tre triplicata : prefe » ad n , £ UcM * di q Ua . 
lunque delle date : Ciafeuna delle ragioni componenti , fia 
in ragione fuddupplicata della comporta fua dupplicata : [ut. 

tri- 
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triplicata della comporta fua triplicata ; Su della comporta 

fua rf }kìt *. 

y, Affiomì Tulle ragioni femplici e compofte. l.° Le ragio- 
ni eguali hanno cfponenti eguali, e le ragioni, che hanno efpo* 
nenti eguali , fono eguali . 

2.0 Le ragioni dileguali hanno efponcnti difuguali , e le ragioni 
d'efponenti difuguali fono difuguali. 

3. 0 In due , o più ragioni , quella e maggiore , o minore delle 
altre, che ha l'efponente maggiore, o minore, e fe l'efponente 
d'una ragione è maggiore, o minore dell' efponente delle altre, 
quella ragione è maggiore, o minore delle altre. 
4-° Se fi paragonino due quantità difuguali a , b , ad un' altra d ì 
la più grande « avrà una maggior ragione a d che le altre , q 
quella tra 4, i y che avrà una maggiore ragione a a*, farà raag-. 
giore delle altre. 

J.° Paragonando una quantità d a due quantità difuguali a, b y 
la ragione di d alla più grande a farà minore della ragione di d. 
all' altra , e fe la ragione di d ad una quantità a farà minore 
della ragione di d ali* altra , farà a maggiore dell' altra . 
6*.° Le ragioni di d a diverfe quantità eguali fono eguali , e fe 
fono eguali le ragioni di ti a direrfe quantità , quelle faranno 
tra fe eguali . , ;. 

7. 0 Non fi muta la ragione di a a b comunque fi multiplicht 5. 
a fi divida a, b per una ftefla quantità, o per quantità eguali a 

lo.° Quindi fe f termini d'una ragione fieno ugualmente , o 
multipli, o fummuhipli de* termini d'un* altra, quella prima ra. 
gione farà a querta eguale. ..<■ 1 

6. Affiomi filile ragioni compofte. 1.0 Se fono eguali eia* 
feuna a ciafeuna le ragioni, che compongono due ragioni cara* 
porte , le ragioni compofle fono eguali . 

2.° Se 
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2.° Se una ragione è comporta di alcune date ragioni , ogni fua 
eguale fi potrà concepire comporta delle ragioni medcGme . 
3-° Se vi fiano due ragioni, compofte ciafeuna da più ragioni, 
e tutte le componenti della prima e della feconda , toltane una 
per una , fieno eguali , quelle due refidue ancora faranno eguali . 

7. Proporzioni geometriche. L'egualianza di due ragioni 
geometriche, fi chiama proporzione geometrica , o, fenz' altro ag- 
giunto, proporzione, o analogia; Quindi la teorfa delle propor- 
zioni è la flefla, che la teoria delle ragioni eguali. 

8. E' evidente. i.° Che per una proporzione vi vogliono 
nè più nè meno di quattro termini. 

1.0 Che la proporzione di quattro termini fi conofee dall' egua- 
lianza de' quoti del primo termine divifo pel fecondo, e del ter- 
zo divifo per il quarto; cioè dall' egualianza degli efponenti del- 
le date ragioni. • 

3.0 Che quindi la proporzione di quattro termini a, i, e, d, fi 
può indicare così aibzzc-.d, oppure -j- = ^ , o fegnando Ga- 
iamente le parti ertreme del legno d'ugualianza fi fcrive a:b:i 
c:d, e fi legge a fta a b, come c fta a d. 
40 Se qualunque fpecie di quantità fi efprima co* numeri , rela- 
tivi ad una unità arbitrariamente aflunta in ogni fpecie, potran- 
no fofiituirfi quefti per quelle in ogni proporzione , ed allora i 
quattro termini d'una proporzione faranno tutti dell' iftefla fpecie. 

o. Quanto a queft' ultima riflelfione, fi noti, che la ragio- 
ne è un numero, e due ragioni fono due numeriche rifultano 
da due confronti, che ponno farfi l'uno fu d'una fpecie, e l'al- 
tro foli' altra ; così lo fpazio A , doppio dello fpazio B, rta a B 
come un tempo a, doppio del tempo ^ (la a ma finché la 
proporzione fla efprefla così , non fi poflòno fare varie opera- 
zioni , che pure fono nccefTarie a farfi , fulle proporzioni ; tale 
i l'alternazione, ed il prodotto delle quantità eterogenee (dell' 
. ; aiter- 
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alternazione parleremo da qui a poco ); in quelli cafi è Tempre 
uopo efprimcre in puri numeri le quantità , che fervono di ter-, 
mini alla proporzione, e confidcrare a cagione d'efempio negli, 
fpazj A , B , c ne' pefi a , b , non /' effere di fpazio , e di tem- 
po, ma 1' effere di doppio d'uno fpazio, o d'un tempo, rifpeu, 
to all' altro fpazio, ed all' altro tempo. • tr , . > , 

A meglio dichiarare quella importante verità , foggiungo qui le 
parole del Sig. d'Alembert (Traile de Dynamique , alla nota del 
num. 14.). EOendo, dice egli, lo fpazio, ed il tempo di diver- 
fa natura, ben fi vede', -che non fi può dividere lo fpazio per il 
tempo: quindi il dire, che le velocità fono come gli fpazj divifi 
per i tempi , egli è un dire , che le velocità fono come i rap- 
porti degli fpazj ad una (letta mifura comune , divifi per i rap- 
porti de' tempi ad un'altra comune mifura; cioè, che le fi pren- 
da , a cagione d'efempio, il piede per la mifura degli fpazj , ed 
il minuto per la mifura de' tempi, le velocità di due corpi, che 
fi muovono uniformemente , fono tra fe come i numeri de' pie- 
di feorfi da ciafeuno, divifi per i numeri de' minuti da ciafeuno 
impiegati a fcorrergli , e non come i piedi divifi per i minuti. 
Così egli ; ed a dire più corto colle parole del difeorfo prelimi- 
nare del medefimo autore , dividere i fpazj per i tempi per ave- 
re la ragione delle velocità di due corpi , fignifica trovare la ra- 
gione, che ha la ragione delle parti delio fpazio alla fua unità, 
alla ragione delle parti del tempo alla fua unità. 

10. In qualunque proporzione a:b::c:d i termini a , e fi 
chiamano antecedenti della proporzione, cioè, a primo anteceden- 
te, c il fecondo; i termini Ì, d fi chiamano confeguenti della 
proporzione, cioè b primo confeguente, d fecondo confeguchte. 
I termini a , d fi chiamano efìremi , i termini b,_c medj ; ciafeu- 
no de' termini antecedenti , o confeguenti fi chiama omologo all' 
altro antecedente, o confluente ; ciafeuno de' termini eflrcmi 
può chiamarfi analogo all' altro eftremo , e ciafeun de* termini 

K medj 
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medi può diramarli analogo all'altro medio: Se i termini di me* 
20 fono uno fteflò termine replicato , la proporzione fi chiama 
Continua , ed i termini fono continuamente proporzionali : Se i termini 
di mezzo fono tra fe difuguali , la proporzione fi chiama difere, 
/* , ed i termini fono diferet amente proporzionali ; il termine di mea* 
to d'una proporzione continua fi chiama medio geometricamente , 
o, fenz* altro , meàio proporaionale. 

Proprietà commi oHe eguali ragioni geometriche 
/empiiti, e eompjk . 



li. Se 7 = 7, farà adzzbc 



Dim. Si nraltipfichi crafen» membro dell* eq«a*kme data per il 
prodotto de* conreguenti; o più brevemente, fi levino le frazio- 
ni dalla data frazione; fi avrà *rf=s*e. 

ss. Se adzsic, farà I.» j = j 

S.oA=f 

3.° «? = . 
« a • 

Dim. Si divida dafenn membro della data equazione 

i.o per Ad, fi avrà la prima ) 

^.o per a e, fi avrà la feconda ) analogìa- 

3.0 per cd x fi avrà la terza ) 

; ■* Se * farà ~* ~Ì inVerUnd9 



%/> ^z=:j alternanti 



Dim. 
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Dim. Se ^=4, farà (num. II.) *isalr; ma fe *4«l«»fi 

» a 

ha (nnm.i2.)4=7> cd f a 7' fc f 25 7» 



14. Se ~ ss -j, farà l.° -7—= 4" imponendo. 

2.0 - SS dividendo . 

Dim. Se fs=£, farà f-± 1 ss £ ± 1 , offia -p-ss 



ij. Se in h y e, d, *,/fia 7==^ « 7=7» 
farà-Jssjr ordigni** - 

Dim. Dalla prima analogìa fi ha «~ss jj-, e dalla fecondi 

fi ha 7=7> ^nqwc J J ' 

a e b d 
16. Se nelle ftefle quantità fia j = j>e e 23 ?» 

farà pure ■J ss j , perturbando . 

Drm. Dalla prima analogìa fi ha afzzbi, e dalla feconda 
fi ha Jfsscd; dunque «/sscd, d'onde Jf 23 "^ 

• i7.Se ^=-f,ed^=f, 
farà 1.0 l±^ss^j£ «mingendo. 



1.0 ss di/giungendo . 

K 2 
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Dim. Dalla prima analogìa fi ha aàz=.bc , e dalla feconda ed 
= dunque fommando , e fottracndo là feconda equazione 
dalla prima fi ha ad±e d=ibc + bf, cioè (« + e)d = (c±f)b; 



a±e e±f 



d'onde — ^— — —j— .. 
? a 

1 8. Se j = j = ^ • • • ec. , fi ha 

t-ì-dt-/... ce. / > 

_ . * — c — e... .ec. * 4 . 
— j — /" ec " =7 = x="»ec. fottracndo. , 

* + Ce* 
Dim. Dalle date ragioni fi ha (num. 17.) J*+^j 

, , «+* *±d a+c+e h±d±f 
donde — - = -j- , ed ■ — g ~ =5 — ; 

dunque j + djL y = j~ = y=" cc - v 
10. Dati J, fi ha i.« i:a::b:ab 

1 0 1 : ~ : : b : a * , 

La dlm od razione è manifella dal num. IT., e dalla definizione 
della multiplicazione , e divifione di a per b . 

' 20. Ben m'avveggo, che le forinole cosi [cecamente efpofte 
in quefV articolo cagioneranno imbarazzo ai meno efercitati • 
accompagneranno elTi , o mentalmente, o colla penna in mano 
lutti i calcoli accennati, o ftefi ne' num. precedenti, ma all'ul- 
timo non fapranno quale fia la formalità , che è ftaia prefa di 
mira in ciafeuna operazione. Conviene però avvezzarti ad inten- 
dere il linguaggio algebraico, muto sì, ma,, a chi ben lo pene- 
tra , 
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tra , affai più d'ogni favella efpedito , e penetrante: Si ufano 
i caratteri algebrici per generalizzare' le propofizioni : Sta alla 
fantasìa il foftituire agli a , b . . . . le attratte , o contratte idee 
delle quantità, di cui nafea il difeorfo. Quando per efempio fi 

dice, che fe farà 4d=sie, s'intenda, che in quattro 

termini geometricamente proporzionali , il prodotto degli eftrerai 
è eguale al prodotto de' medj ; quando fi dice, che fe 4d = ie, 

farà -~ . . . ce. , s'intenda, che fe fi fepari in due fattori 

ciafeun membro d'un* equazione, fi potrà formare con efli reci- 
procamente prefi un' analogìa , nella quale fe fi alternino , o 
invertano i termini , non fi turberà la proporzionalità ; od an- 
che , che fe in quattro quantità <», 4, c, d il prodotto delle 
eftreme è eguale al prodotto di quelle di mezzo, quelle quattro 
quantità faranno in proporzione geometrica . 

li. Si notino principalmente que' dieci modi d'argomentare 
ufitatiflìmi in tutto il calcolo, ed anche nella geometrìa. i.° Se 
il prodotto di due termini fia eguale al prodotto di due altri 
termini , comunque elfi fi ordinino in un' analogìa , fi confer- 
verà fempre la proporzione, purché fieno meflì per termini ana- 
loghi i termini dello fletto prodotto: Tutto ciò fi farebbe po- 
tuto efprimere colla fola formola fe ad = hc ì farà -£=: — , in, 

dicandofi eoo ciafeuna lettera qualunque termine dello fteflb 
prodotto . 

2.° Se quattro termini fono proporzionali , Io faranno fempre, 
comunque fi permutino di (ito tra fe , purché que', che fono 
medj, o efiremi nella data analogìa reftino nelle altre, o ellre- 
mi , o med/. Due di quelle permutazioni hanno nome partico- 
lare, e fono l'alternare , ove il terzo va ad eflere fecondo , ed 

il fecondo termine paffa ad efferc terzo , e l' invertere , ove i 

■ « 
con- 
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confegueoti divengono antecedenti , e gli antecedenti , eonfe- 
guenti ; le altre permutazioni non hanno nome proprio , 
e non fon altro che alternazioni , o inverfioni ripetute nelle 
analogìe, che nafeono dalla prima alternata, o inverfa, e fono 
in tutto fitte. 

Sia a:b::c:d 
Sarà I. a:e::b:d .... alternando la data 

II. b:a:id:c... invertendo la data 

III. b : d : : a : c. . . . alternando la 

IV. d:b::c:a invertendo la III.» 

V. d : c : : b : a alternando la IV.» 

VI. c:d::a:b.... invertendo la V.* 
VII. c:a::d:b.... alternando la VI.* 
3.0 Se i confeguenti d'un* analogìa fiano antecedenti d'un' altra, 
fi argomenta ordinatamente , ommettendo i termini comuni alle 
due analogìe , e prendendo gli altri termini per termini d'una 
proporzione ; cioè facendo termini della prima ragione i termini 
dell' analogìa , in cui fi fono ommeffi i confeguenti , e termini 
della feconda ragione i termini dell' analogìa , in cui fi fono 
ommefli gli antecedenti. 

4.0 Se i termini eftremi d'una analogìa fiano i termini di mez- 
zo d'un* altra, fi argomenta perturbai amente ; cioè lafciati J ter- 
mini comuni fi prendono per i due e fi re mi i termini dell' ana- 
logìa , in cui fi fono ommefli i medj. 

5.0 Se folameme gli antecedenti fiano diverfi in due analogìe , 
e rifpettivamcnte eguali i confeguenti , fi argomenta congiunta' 
mente; cioè fi congiungono in una proporzione agli antecedenti 
della prima gli antecedenti della feconda analogia. 
6.° . . . ec. 

Dalle detta diverfe fpecic d'argomentare, (t ne poflbrio dedurre 
ideile altre non meno utili di queHe prime. J.° La fomma de" 
termini della prima ragione d'una proporzione, ita alia fomma 

de' 
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de' termini della feconda ragione , come il primo confeguentc 
fta al fecondo. 

a.° La differenza de' termini della prima ragione fta alla diffe- 
renza de* termini della feconda ragione , come il primo eonfe- 
gocnte Ha al fecondo. 

3«° La fomma de' termini della prima ragione fta alla fomma 
de' termini della feconda ragione , come la differenza de' primi 
termini alla differenza de' fecondi, 

4. 0 La fomma de' termini d'una ragione fla alla differenza de 
medefìmi , come la fomma de' termini d'una ragione eguale ila 
alla loro differenza. 
5. 0 . . . ce. 

22. Invertendo la feconda analogia del num, 19. fi ha fy : 

»::#:*; qoeAo k il fondamento della teorìa delle frazioni \ ciò* 
la frazione fla all' unità, come il numeratore fta al denomina- 
tore; quindi j.o fe il numeratore d'una frazione Seguale, mag- 
giore , o minore del denominatore , la frazione farà eguale, 
maggiore, o minore dell' unità. 

a.° Se le frazioni hanno un medeflmo denominatore, ftrro t r* 
fc in ragione diretta de' nomeratori . 

3.0 Se le frazioni hanno un medefimo numeratore, fono tra fc 
in ragione reciproca de* deaominatorr. 

4. 0 Quindi fc le frazioni hanno diverG numeratori , e diverti 
denominatori , fono tra fe in ragione comporta della diretta de* 
numeratori, e dell* inverfa dc r denominatori. 

23, lafcio all' induilria di chi vuote ben apprendere fa fecfc 
ri* delle proporzioni il dedurre dalle cofe premette varj altri teo- 
remi „ pec mezzo delie trasformazioni; ne accenno alcuni. 

Se-Jrr-j, bri E r.« Se bszc , 6ri*<r=3i' =x #* , 

p a 

' '' . • 

cioè in tre termini continuamente proporzionali , il prodotto de- 

8« 
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gli eftremi, è eguale al quadrato del medio; e confeguentemen- 
te fe in tre quantità » , b , d il prodotto ad delle eflreme fia 
eguale al quadrato ? di quello di mezzo »* quelle tre quantità 
Tono in continua proporzione geometrica . 

2.0 Eftraendo la radice quadrata da amendue 1 membri di queft? 
ultima equazione = fi ha £ = ^/ ai; cioè il termine 

di mezzo d'una proporzione continua, è eguale alla radice qua- 
drata del prodotto de' due eflremi. 

3. 0 Se a , d foflero due quadrati come f* , g* , il prodotto f g 
delle loro radici quadrate farebbe medio proporzionale tra a, d; 
«(Tendo f* : f guf g'.j? . 

4^ Dividendo l'equazione e* = a d per 4 , e per d ; fi ha 
c* e* 

-- c=d, -£-~a; cicè qualunque de' due eftremi d'una propor- 

• ' * 

zione continua è eguale al quadrato del termine di mezzo divi- 
fo per l'altro eflremo. 

5.0 Dividendo allo fiefib modo l'equazione adzzbc, primo per 
d t poi per c, indi per b , e finalmente per a, fi ha 



4 = 


bc 

d •••• 


ad 




ad 

— . » • • 
c 





cioè qualunque termine d'una proporzione è eguale al prodotto 
de' termini non analogi , divifo per il Tuo analogo. 
6.0 Quindi fi fciolgono 1 quattro problemi Teguenti . Dati due 
termini qualunque d'una proporzione continua trovare il terzo. 
Dati tre termini qualunque d'una proporzione difereta trovare 
il quarto: Trovare una media proporzionale tra due date quan- 
tità : Trovare un quadrato eguale al prodotto di due date quan- 

■ • * • 

tiià. 

Pro- 
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Proprietà comuni alle ineguali ragioni geometriche 
[empiici , e compofle . 



24. 



t^Ate j, |, farà £:£::«4:Jt. 



Dira. Si divida £c per la ftefla quantità J<f; 
r * ad bc a c . , 

2jr. Se y> j; &rà < multiplicando le dne ragioni per iJ) 
aJ>bc S e fe *</>Jc, dividendo tutto per bd, farà f>-j. 
2(5. Se f > i; di r^-= f ; farà ^«i ; - 

• - 

cioè — < — ; invertendo, 
a c 

27, Se {-> j, farà |-h-i>^-M; 
cioè >^J~; componendo. 



28. Se f >£-, fcrà *-.i>£-.i 5 

cioè a — b -^>^~J^l dividendo. 

c. a ^ d b ^ e > « 4 _ 0 b ^ c 

Se ^ > 7 , e 7 >^, farà j> 7> e 7>-y; 
cioè J- > y ; ordinando . 

L ■ 30. Se 



$2 

So. Se-j>j~, e ~>j, farà */>*#, e be>cd; 
cioè > -j ; perturbando. 

31. Se *>c; J>d, ed -J>4» farà 4rf >^» 

ed (*<f + 4*)>(ie + d'onde 7>7^. 

32. Se 4-T-^:c-r-</::4:e, eda-t-J la mafTima, 
firrà i:r-rd::i: #3 ib:d; 

d'onde ed (* -r i ■*■ e) >(c d -h a) . 

33. E>a qnefti medi d'argomentare fuNe ineguali rag?on? fé 
ne poflbno dedurre altri afiai , come ncll' articolo precedente : 
Si poteva meitere il primo teorema di quell'articolo per icore- 

1 

ma fondamentale di tutte le proporzioni: Se ~ ■ :*d: bc; 

fatto -|-==-j, farà * d==ic; quindi fi ha un nuovo metodo 
per formare una proporzione da' membri d'un' equazione ; 
fc adzzbc, farà J :±::ad:bc; fe a d = *' c, 
t 

farà-^ : -j: ;** d:i" c; fe , quindi finalmente fi ha un* 

altra , e più diretta dimoftrazione dell' ultima propofizione efpo- 
fta al num. 22. per le frazioni . 

Proprietà particolari delle ragioni geometriche compofle . 

E, 
Sfendo x-j; fi ha generalmente, che due pro- 

dotti fono tra fc in ragione compatta delle ragioni , che hanno 

i fat- 
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i fattori d'un prodotto ai fattori oraotogi dell' altro. 

35. In qualunque numero di quantità a , J, e, d , e ec, 

lì ha i. ;= i. x ^ x jxix-i, e generairnente , in qualunque fe- 
rie di quantità la ragione della prima all' ultima è comporta del- 
le ragioni delle intermedie. 

m m plicsts 

36. Date 4, b; farà a* a b* in ragione J di 4:*. 

Se » == 1, ed iw Ca fucceflivamente 2 ; 3 ; 4 ; ... ce farà ~ x-j, 
cioè i quadrati a* , A* fono in ragione dupplicata delle fuc radici i 
così -2- =1x4 xi ; cJoè « cubi / , A* fono in ragione tripli- 

yi b b b 

tata delle fuc radici . . . ec. Se w = 1 , ed » fia fucce(fi?amente 

t_ , '_!_!_ 

2;3;4;...ec, farà —x-^ = - ; -7- x x — = ~ . . . cc . 

b r b x b* P b* 

cioè le radici fono in ragione fuddupplicara , futtriplicata . . . . de' 
loro quadrati, cubi . . . ce, Sem,» Ceno amendue, numeri mag. 



B 

rt 



jiori dell'unità, fatto m = 3 , ed » := 2 , -~ faranno in ragione 
fefquiplicata di j , o in ragione fuddupplicata di *^... ec. 

L i Dim. 



«4 

Diro. — n è in ragione /*** di j, o del fuo eguale ~ ma ~ 
è in ragione fu di -~ ; Quoque -* è in ragione i."**" del- 

d À 

la fu jf ìteMU cj; I_ ; C( j offendo la ragione i!**** della fu» 

a" e" 

la ftefla ragione d'egualianza , farà ■—=--. 

v d 

38. Date a y b, fi ha 
I.o ii* : a b::a b: b % 
XP a 1 : a* b:a b x ita b* : b' 

3.0 «« : 4* htf bla' b* na' h* : a* V : : #• V % t* . 
4. 0 . . . ce. 

La dimoftrazione è manifefta , eflèndo , a cagion d'efempio, 
nella feconda propofizione 



4 J :a*b | 
: b* I 



30. Se 7 = 7 , farà ^syj. 
Dim. Dalla data analogìa , fi ha 



— — a ) 

H * I ac he 

bd~7 ) 



40. Se 



ss 

• • * • 

40. Se ^ = ~ , ed j = -f > farà ( muhiplicando inficine le 

due dare equazioni) rT = j?* 
, bf db 



I. 


II. 


41. Se aibucid 


a : b : : e : d 


bi tu gif 


e :f::g :c 


e : i : : h : k 


b :i::k:g 


i ili : m: » 




• • • ec. 


• • • ec. 


III. 


IV. 


#1 : b : : c : d 


a : b : : c : d 


ciei :gt b 


eidnfig 


g : i : : k : / 


b Igni il 


k:f: imi n 


tn il 1 1 Ti 1 A 


• • • ec» 


... ec* 


Sarà dalla I.» ailncgh mi dfk n 





dalla II.» aebmibfinnìid 
dalla lM> aibeifnmidbln 
dalla IV.» acbmibncfimk 

Tutto è evidente ; eflendo , per efempio , nella prima ferie 
ftll ^'SJTT ' e nducen< * 0 a m ' n,ra » termini la prima frazio- 
ne, fi ha j= Cioè in generale ne' termini delle Ana- 
logie formate dalla multiplicazione de' termini omologi di più, 
Analogìe date, fi potrà tante volte ommettcre qualche termine 
delle Analogìe componenti, quante egli ferve d'antecedente , e 
di confeguente nelle prime loro ragioni, o d'antecedente, c di 
confeguente nelle feconde ragioni , o di antecedente , o di con- 
Arguente in amendue... ec. 

42. I 



So* 

41. I due teoremi de' num. 34. 35. appartengono alle ra- 
gioni compofte di ragioni qualunque; gli altri, che feguono, ap- 
partengono alle ragioni comporte di ragioni eguali. Infiniti fono 
i problemi , che col mezzo degli efpofti teoremi fi fciolgono per 
le ragioni compofte d'amendue i generi . Sono troppo manifefti 
que', che rifguar&mo le ragioni compofte di ragioni e&uali , 
come farebbe ; trovare una ragione dupplictta , triplicata , r? Ucat * 
d'una data ragione; trovar* una ragione fudduplicata , futtripli- 
cata, fu n pl,cata d'una data ragione... ec. Si noti principalmen- 
te la propofìzionc del aura. 38. Serve efla per cooofeere il nu- 
mero de' medj razionali , che fi poflbno inferire traile potenze 
qualunque di due quantità; anzi con quelle forinole reftano que- 
fti agevolmente determinati . Tra' quadrati di a, , h , fi può infe- 
rite un folo medio continuamente proporzionale, ed è ab; tra 
i cibi di *, b fe .ne poflooo inferire due , e fono a b > ab* ; 
tra . . . ec. E' facile il vedere , che le propofte forinole , e le al- 
tre, che verrtbber dopo non fono, che i termini delle potenze 
del binomio a-±-b, ommeflì i fegni, che gli congiungono , ed 
i coefficienti di cìafcun termine (Tav. Il*)* La potenza quarta 
di a-hb è a i -h 4 a 1 b -t- 6 a* b* «r 4 a b* -h ; ommettendo i 
fegni , ed i coefficienti , fi ha a* , a* b , a* b* , a b* , b* ; cioè 
tra a* , c b A fi poiTono inferire tre medj proporzionali , e fono 
a} b t a h l , éb l ; e traile potenze m di a. b fi può inferire un 
numero m — 1 de' med) proporzionali , ed il termine (n — i) efim * 
della formola di qualche potenza di a + b fpogliato del fegno, 
e del coefficiente, è [' a efi/n0 de' med), che fi poffono inferire tra 
ar^ | e b m *. Qui fi parla fempre de' medj proporzionali, che 
fono razionali ; parlando affolli tamente , tra due quantità, qua- 
lunque ette fieno, fi poffono inferire infiniti med) proporziona- 
li , come vedremo . Quanto ai primi due teoremi fulle ragioni 
compofte di ragioni qualunque, bafti , per vederne la fecondità, 
la foluzionc de' feguenti cinque problemi. 

43. Data 
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43* Data qualunque ragione y , formarne una ragione co- 
munque comporta, ed eguale alla data. 

Tra 4,/ fi concepifea qualunque numero d'intermedie *,c,rf,#; 

fi avrà * = f x i x | x f x 9 j (num. 35.) 

44. Dato qualunque numero di ragioni componenti , for* 
marne una ragione comporta . 

E' manifefto che il prodotto delle date comporcnti farà la 
ragione cercata : Ma avvi un altro metodo più elegante , e più 
utile in tutto il calcolo , e nella geometrìa ; 

j.o Se ficn due le ragioni date — , j, fi faccia 0 ; b : : d 

, . a e e 

fcri 7 x 7=7- 

*.° Se fieno date tre ragioni componenti -J-, y ; compo. 
rendo le prime due -r-x-jrr— , e farà ridotto il problema a 

0 a p 

cercare la ragione comporta di ~, j. 

3.0 Se vi fià qualunque numero A di date ragioni, fi cerchi la 
ragione comporta delle prime due; foftimita, quefta in A fi avrà 
una nuova feri* B di ragioni, che conterrà una ragione meno 
di A t e collo rteflb metodo fi cambierà la ferie B in C, e C in 
D; fino ad a?ere una fola ragione, che farà la comporta dellt 
date A, 

45. Data la ragione comporta 4, e tutte le ragioni compo- 
senti meno una, trovare quella ragione incognita. 

E' 
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E' evidente , che dividendo la comporta ragione y per il pro- 
dotto A delle date ragioni componenti , il quoto B farà la ra- 
gione cercata. 

Altro metodo, i.o Se la ragione - r è comporta di due ragioni, 

una delle quali da ^ , fi faccia c:d::a:^~ = />; farà 4 l'altra 

ragione componente; oppure d : c : :/: ^v"=y» farà — la ragione 

a j 

cercata . 

ì.o Se la ragione y è comporta di tre ragioni , due delle quali 
fiano date; fi faccia comporta delle due date, e quindi p:q: :a: 

^ = r, oppure q:p::f:^~-=zs ì farà 4, o — la ragione cercata. 

P 1 J s . . 

g.o Ed in generale; qualunque fia il numero delle ragioni com- 
ponenti , fi chiami A la ragione comporta delle date, e & la ra- 
gione , che fi cerca ; fi farà fempre nel cafo , in cui data la com- 
porta AB, ed una delle componenti A, fi cerca B. 

. 46. Data la ragione comporta-^., ed una delle componenti 

A, trovare la ragione B compoila delle altre. 

E' chiaro , che B comunque comporta , è una delle componenti 

di j; e che perciò fi riduce il prefente problema al precedente. 

47. Variare all' infinito la più femplice efprertione d'una ra- 
gione comunque comporta . 

j.o Si può prendere qualunque antecedente delle ragioni com- 
ponenti per antecedente della ragione equivalente alla data . 

Se 
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Se ficn date -f *4 x 4 x ?"» c fi vo g lia " P cr antecedente della 
b à f b 

ragione comporta, fi faccia c:d: :J:^=rp,ed e :f::p: ^=fl, 

iodi g:b::q :lÌr=r; farà — la ragione equivalente alla data. 

2.0 Si può prendere per confluente della ragione comporta qua- 
lunque confeguentc b delle ragioni , che compongono la data, 

e facendo d:c::a:±J=z F ; ed fi e ::p:'f = ? , e finalmente h: 

g::q: = r , farà y la ragione cercata . 

3.° Si può prendere qualunque quantità n per antecedente , o 

per confeguente della cercata; fi avrà a:b::n: ^-j—p;cc: d::p: 

^tzzn. indi e:f::q :ÙL=zr ; e finalmente h: : r : = /, ed 

— farà la ragione cercata. 

Delle ragioni, e proporzioni aritmetiche. 

48. /^\Ltre il modo di paragonare una quantità all'altra del- 
\i lo Aedo genere per mezzo della divifionc , ve n'ha 
un altro, che fi fa colla fottrazione ; quando fi cer- 
ca la ragione di contenenza d'una quantità in un' altra, quella 
ragione , come deito è , fi chiama ragione geometrica , e quan- 
do fi cerca la i*gi- re di differenza d'una all'altra quantità, 
quella ragione fi chiama r/tgione aritmetica: e ficco me la propor- 
zione geometrica è un' ugualianza di due ragioni geometriche, 
così la proporzione aritmetica è un' ugualianza di due ragioni arit- 
metiche; onde in amendue le proporzioni fi può nfare lo itelfo 

M • fegno 



oo 

fcgno per fepararc una ragione dall' altra . Per edere più uni- 
formi ne' fegni , che feparano i termini della ragione aritmeti- 
ca , pare , che fi dovrebbe ufare nelle aritmetiche ragioni il fo- 
gno della fottrazione , ficcome nelle geometriche fi ufa quello 
della divifione ; ma è più in ufo il imparargli con un fol pun- 
to , cut dalla natura delle quiftioni s'intenderà non «fiere fegno 
di multiplicazione ; finalmente, è chiaro, che la ragione, e U 
proporzione aritmetica così di fognata , fi potrà leggere come la 
geometrica, col noto /ìa, come.... Ciò hafta per far compren- 
dere cofa fia antecedente, confeguente , termine omologo, ana- 
logo.... d'una ragione, o proporzione aritmetica « 

40. Per le ragioni aritmetiche, fi noti. I.° Che anche in 
effe fi poffono confiderare le ragioni caropofte; Si pufr dire, a> 
cagione d'efempio, che la ragione aritmetica di 15 a 9, è com- 
patta delle tre ragioni di 15 a 12, di 6* a 4, e di 10 a 9. 
».° Che nelle ragioni aritmetiche fi poflbno confiderare le ra- 
gioni doppie, triple...., appunto come nelle geometriche fi co ri- 
foderano le dupplicate , triplicate.. .La ragione geometrica di 8 a 2 
è Supplicata della ragione geometrica di S .1 4 , e del pari la ragio- 
ne aritmetica di 3 a 2 è doppia della ragione aritmetica di 8 a 5. 

50. Per le proporzioni aritmetiche. La propostone fjri- 
damentale fi è, che Ce a . bzzc . d , farà«-i-d=:i-e-c; e feat-i 
«&-t-c, farà a . b zzze . d ; cioè , che in quattro termini aritme- 
ticamente proporzionali la fomma degli elicmi è eguale alla 
fomma de' medi, e f e ' n quattro termini la fomma degli eftre- 
mi e eguale alla fomma de'mcdj, que' quattro termini fono arit- 
meticamente proporzionali, lutto è evidente; avendofi dalla 
definizione , che fe * .^=c.d, farà a — £=:c — d y t trafponen- 
do il b , ed il d, farà a-r d^zb-r-c ; efe a-t-dzz:b t , trafpo* 
nenùo il ed il d, farà a — bz=zc — d, donde a.b^c.i. 

51. "Quindi nella proporzione aritmetica continua la fommt 
degli eflrcmi c eguale al <dLon?io di quel di mezzo; e fc in tre 
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termìnj , la Comma degli eftremi è eguale al doppio di quel di 
mezzo, quc'tre termini fono in aritmetica proporzione continua. 
Ciò è evidente dalla dimoftrazione precedente, e dalla trasfor- 
inazione della precedente equazione; Si faccia J — c, farà a + d 
= 2^=:2r,efe4-+-^r=2f, farà a — c = c — d t cioè a. e = co* . 

52. Si noti fullc proporzioni aritmetiche , che fi poffono iti 
effe ufare que' modi d'argomentare, che fi fono efpofti al n. 13. 
per le proporzioni geometriche. Se a.bz=c.d t farà alternando 
«.rr=:&. <f.. . ec. Allo fteffo modo fi poffono applicare alle ra- 
gioni aritmetiche ineguali la proprietà delle ineguali ragioni geo- 
metriche , o femplicì , o com porte . 

yj. Quindi fi ha la foluzione di tutti i problemi , che di- 
pendono dalle proporzioni aritmetiche. Dati tre termini d'una 
proporzione aritmetica difereta , trovare il quarto 5 dati due ter- 
mini d'una proporzione aritmetica continua, trovare il terzo 
• ec. Nella proporzione difereta , la fomma de* termini non 
analoghi meno il dato termine analogo al cercato è eguale al 
termine cercato; nella proporzione continua la metà della fom- 
ma de' termini e (tremi è eguale al termine di mezzo ; il doppio 
del termine di mezzo meno uno degli cflremiè eguale all'altro 
eltrcmo... ec 

Delle proporzioni armoniche , e contro-armoniche* 

54. O E tre date quantità , o pìuttofto numeri , a , t> , c fianó 
^ così difpofte, che la prima Aia alla terza , geometrica- 
mente come la differenza traila prima , e la feconda , 
fi a alla differenza traila feconda , e la terza , oflìa , che a: ci; 
0_£ ; £_ C) quelle tre quantità fono in proporzione armonica 
continua. Se quattro quantità a, h f e, d fiano tali , che a:d;*. 
a — b:c — d, quelle quattro quantità fono in proporzione armo- 
nica difereta . Se tre quantità a , h , c fieno tali , che c : a : : a — 

M 2 b: 



gì 

b:b — e, o fé quattro quantità a, b , c, d fieno tali) che dia:: 
a — b:c — d, quelle quantità fono in proporzione contro-armonica t 
o continua, o di (creta. 

55. L'ufo principale di quelle analogìe , è di trovare uno 
de' termini della proporzione armonica , o contro-armonica , di 
cui fiano dati gli altri. Multiplicando gli eftremi , ed i mcdj 
di ciafcuna delle quattro precedenti analogìe , e liberando coi 
metodi noti ciafcuna lettera, fi ha 
i.° Per le proporzioni armoniche continue 

bc 



j 1 AC 



*h 

e -n^b 

2.0 Per le proporzioni armoniche difercte 

bd 



id — c 



'= d ~ ' 

(ia — b)d 
c — a 

za — b 



3.» Per le proporzioni contro-armoniche continue 



1 1 

y 



^2 4 + ^/(4-^4* 



4.0 Per 
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4J.° Per le proporzioni contro-armoniche difercte 

56. Paragonando ciafeun valore de* termini d'una propor. 
zione armonica, o contro-armonica, col valore de* termini d'una 
proporzione aritmetica , fi feopriranno molte eleganti proprietà 
comuni a quelli due generi di proporzioni. A cagione d'efem- 
pio, per le proporzioni armoniche continue. i.° Se a, b ì c fia- 
no in proporzione aritmetica continua, faranno ab, ac, bc in 
continua proporzione armonica; dacché, fc e, farà 

4-t-c = 2Ì, e multiplicando queft' equazione per abe, fi ha 
a % bc + abe 1 z=iab' c, offia a* bc — ab* cz=iab l c — abe* : cioè 
s b (a c — b c) = b c (j b — a c) ; donde ab:bc::ab — ac: ac — bc, 
a.o Se fi divida una delta quantità per altre quantità, che fiano 
jn continua proporzione armonica, i quozienti faranno in con- 
tinua proporzione aritmetica; dacché, fc a , e fono in conti- 
nua proporzione armonica, farà l> — - ^_ C ; dunque dividendo 

qualunque quantità </ per 4, e, odia per a , fi avrà 

<z * J -ì-dc £ (i d-r-d c) _d_ _ è 
~a~ ' 2 a e ' c ' 2 /» c "™" a c 

3.0 Allo fielTo modo fi dimoftra , che dividendo una quantità 
per altre, che frano in continua proporzione aritmetica, i quo- 
zienti faranno in continua proporzione armonica , donde fi ri- 
cava 
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cava , che invertendo i termini di uni delle proporzioni armo- 
nica > ed aritmetica , col formare frazioni , che abbiano i' unità 
per numeratore , ed i detti termini per denominatore , l' una fi 
trasforma neh* altra ♦ 




CAPO 



)igitized by Googl 



95 

CAPO SECONDO. 



Delle progreifioni Geometriche, ed Aritmetiche. 



Trogrefumi Geometriche. 

57. TJRopre/Jìone geometrica , Cgnifìca una ferie di termini in 
continua proporzione geometrica ; fi nota all' ifteffo 
modo , come la proporzione continua , oppure col fegno met 
fole ver la la fìniflra , con un punto di feparazione d'un termine 
dall' altro. Già fi vede, che ciafeun termine della progreflìone 
geometrica Cuori del primo, è conseguente, e che ciascuno, fuo- 
ri dell' ultimo, è antecedente , e che chiamando s la fomma di 
tutti ì termini, h il primo, t l'ultimo termine; Sarà s — h la „ 
fomma di tutti i confluenti ,. ed 1 — / la fomma di tutti gli 
antecedenti termini della progreflione . Conviene diflinguere la 
progreflìone geometrica afeendente , dalla defeendente ; in quella i 
termini vanno fucceiTi va mente crefeendo da finiiìra a delira, ed 
in quefta vanno fèmpre feemando ; nella prima fi chiama ragion 
tonrnne della progreflione l'elponente della ragione d'un termine 
qualunque divifo per quello, che Io precede verfo la finiftra ; la 
ragion comune della feconda progreflione , è Tefponente della ra- 
gione d'un termine qualunque divifo, per quello, che gli vien 
dopo verfo la delira. Nai parleremo folamente della progreflio- 
ne afeendente , effondo ùcite l'applicare le proprietà di quella 
progreflione alla defeendente, o col rovefeiar tutti i termini 
della progreilbne , o col cambiale alcuni fegni nelle forma- 
le, che arderemo efponcndo. 

58. Prima proporzione fondamentale. Se a è la Tagione 
comune della progreflione, ed m il numero, che efprime il fìio> 
che occupa nella progreOìonc un cerio termine / , o ( che è Io 

JUflb) 
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fletto ) fe w efprime il numero de* termini della progreflione , 
farà t=zba"~ % . 

Dim. Nella progreflione — b.c.d.e f, fi ha = 

cioè c = a b ; ed eflendo b : c : : c : d , oflia £ : 4 * : : a b : d , farà d 
= a b ; così pure dall' analogìa c:d::d:e ì oflia a £ :* b:: a b : 
e, farà ez=za* b; e così nel reflo ; difponcndo in ordine i valo- 
ri di ciafeun termine , fi ha 

il fecondo.... czzzba* 

il terzo.. d = ba* 

il quarto e=zba* 

il / rz b a m " 1 . 

* tri 

59. Seconda propofizione fondamentale. In qualunque prò- 
greflìone geometrica la forami degli antecedenti fla alla fomma 
de' conferenti , come qualunque antecedente b' fla al fuo con- 
fluente c' ; cioè s—t:s — b:;b':c'. 

L J 

Dim. Per la natura della progreflione , fi ha — c= ~= - =.»ec; 

c a e 

• . *• * 

dunque (num. jS.) - — : — =- = - 7 ss -, . 

1 c -r d -r e -r . . . ere. r d c' 

60. Dalla prima propofizione fjndamenrale fi hanno le fe 
guenti fei propofizioni . i.« Dato il primo termine b, e la ra 
gione comune a d'una progreflione genmetrica , fi poflbno tro-" 
vare tutti gli alni , o qualunque degli altri termini della mede- 
fima . 

La forinola tzzzb a* ' , rapprefenta xiafcun termine m tf!m9 della 
progrefliore ; onde fe fi voglia in particolare un termine d'una 
tale determinata clafie , o fito, fi faccia m ej" ale al numero, 
che lo indica ; fe fi vogliano fucceflivamente tutti i termi- 
ni della progreflione , fi faccia fucceflivamente m eguale ad i. 
a . 3 . 4. . . ce. 

61* 1.* propofizione. Qualunque progreflione gec metrica s 

che 
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che incomincia da b , ed ha a per ragione comune , è rappre- 
fentabile per ~ b . b a . b a . b a* . . . ec. 

61. 3.» Darò il primo termine l'ultimo f , c la ragione 
comune 4, fi ha il numero 1» de' -termini inclufivamente l'ulti- 
mo ; e dato il primo termine i, l'ultimo termine /, ed il nu- 
mero de' termini m , fi ha la ragione comune a . 

Dacché i.° fi ronltiplichi pcr-^-ciafain membro dell'equazione t 

c^*" 1 ; fi ha j = ^: Si alzi a alla potenza prima , 

feconda , terza!..... fino ad avere un numero eguale a 

l'efponemc di quefta potenza farà il valore di m. • 

2.0 Si divida l'equazione medefima per b; fi ha j- = a m ~^ , ed 



cftraendo la radice m—i , fi ha a — 




6$. 4." Se r è il numero de' termini interpoli* tra due qua. 
lunque dati termini d'una progreflìoae geometrica , il termine 
maggiore , fta al minore in ragione (r + i p/,c " J ) della ragione 
comune . 

Così M— ss** i -f—s=a x .... ec. , cioè, fe tra i due termini 

dati fe ne è ommcflb uno, il maggiore fta al minore in ragio- 
ne dupplicata di a; fe fe ne fono ommefli due, il maggiore fta 
al minore in ragione triplicata... ec. ; dacché ciafeuna di quelle 
ragioni è comporta d'un numero r-t- 1 di eguali ragioni inter- 
medie. r 

6*4. 5.* Se ba , ba fiano termini della progreflìone geo- 
metrica , diftanti l'uno dall'altro r — /, e b / , ba p ~t~' fiano 
<lue altri termini qualunque tra fe vicini, farà ba : ba' : : b r ~~* 

N Dao 
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Dacché riponente delle due ragioni è Tempre éT~*, Così, pe* 
efcmpio, il primo termine d'una progreffione geometrica fta al 
terzo , come il quadrato del primo fta a! quadrato del fecondo 
termine; il primo termine fta al quarto, come il cubo del pri- 
mo fta al cubo del fecondo ; il terzo fta al nono , come la feftt 
potenza di qualunque antecedente, fta alla fefta potenza del fuo 
confeguente... . ce 

65. 6.* Tra due quantità b , t trovare un numero r di medj 
geometricamente proporzionali. 

E* evidente , che (e fi troverà il primo de* cercati medi propor- 
zionali ,fi troveranno, per il num. 58. , tutti gli altri: Sia adun- 
que x il primo de' medj cercati ; Sarà per il num. precedente 

#:^::^ + , :i r+, ; dunque M #/ +, =** r4 ** 

2 o tìT S3 

66. Dalla feconda propofizione fondamentale fi ha 5 T.« , di- 
videndo, e' — b'ib'iti — Air — t; cioè in una progreffione geo- 
metrica qualunque termine meno il precedente fta al preceden- 
te, come l'ultimo meno il primo fta alla fomma di quegli, che 
precedon l'ultimo. 

67. 2.° E fe c'=»P, farà b':b'z:t — bis — /; cioè 

( m -i)b':B':U-b:s-t; donde t-bz=:^^^=^ 

— t) ; cioè, fe in una progreffione geometrica ti fe- 
condo termine fia n pl ° del primo (o come altri dicono più ac- 
conciamente , fe regni nella progreffione la ragione n*'*); la 
differenza de* termini eftremi farà (« — i) pu della fomma deter- 
mini, che precedon l'ultimo. 

68. 3. 0 Dati il primo , e l'ultimo termine , con due altri 
termini qualunque tra fe vicini j oppure , data la ragion comu- 
ne, 
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ne , ed il primo » e l'ultimo termine ; o iato il numero de* 
termini , il primo termine , e la tagion comune d'una pro- 
greflione geometrica ; o finalmente dato il primo, e l'ulti- 
mo termine , ed il numero de' termini ; fi ha la fomma di 
tutti i termini - t cioè 

2.° / — 

a — I 

* * 

m _ 



Dacché i.o multtplicando gli eflremi, ed t medj dell* analogìa, 

fi ha ftP— Ose*»-*'*, donde ,:= f -£^ 

2.0 Se P , r> fbflero i primi due termini £ , c della progreffione, 

cioè foflero J, farebbe i=- ^^^ =s-— -, 

j.o Sottintendo invece di * il feo valore i a"** 1 , farebbe 



a— 1 « — 1 

Analmente 4.* per enere * = 




N 2 Si 
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t 



.m- — i .w — i ;m — t 

Si ha 4 — 1= ; 1 = 



a —1= 

donde / = i -= — : — 



6"o. 4. 0 Dividendo l'equazione issJ*^ per * i , fi 



ha £ = / -» cioè, data la fomma, il numero de' termini, 

a w — I 

c la ragion comune, fi ha il primo termine della progreflìone. 

70. $.° Softitucndo nella formola tzz.ba* ', quello valo- 
re di b , fi ha l'efprcflionc generale di qualunque termine, data 
la fomma , il numero de* termini , c la ragion comune , cioè 



m 



* — 1 

71. 6.° Si può avere la ragion comune dilla progreflìone , 
data la Comma degli antecedenti , e de' confeguenti ; dacché 
y : ba:is — t:s — b> donde bs — b x =: bas— bat t ofiìa j — b 

~as--at=:a(s — t); cioè ^ = 737. 

72. Le 
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72. Le premeflè due proporzioni fondamentali , ed i corol- 
lari da effe dedotti fono fecondi (Ti mi d'altre propofizioni , che 
ciafeuno, confrontando ciafeuna formola con tutte le altre, po- 
trà da fe dedurre fenza pena. Si ha a cagione d'efempio 

— j -k- a t — <jj=s/-H(f — s) a 

. * S-\-l —x ( ^ — \) S-rb 

S Mi — 

a a 

t dal num. 6*5. fi può compire una progreffione geometrica, di 
cui non fìa dato , che il primo , ed un altro termine qualun- 
que, col numero de' termini intermedi ; balla fare r eguale al 
numero degli intermedi, e fi avrà x fecondo termine della pro- 
greffione; e fatto w = r-i- 2,... fideter mi nera fucceffivaraeme la 
formola t=zba m ~~ '. 

Delle progreffioni Aritmetiche. 

* t 

73' T}^ogre[Tme aritmetica , lignifica una ferie di termini in 
continua proporzione aiitmetica: Si nota allo fletto 
modo come la proporzione aritmetica , o col flgno ~ m ertole 
▼erfo la finiftra, ed un punto di feparazione tra un termine, e 
l'altro. Anche la progreffione aritmetica può ertere afeendente, 
o difecndente ; tratterò folo dell' afeendente . Neil' articolo pre- 
cedente mi fono fìefo più forfè del bifogno a fvolgcre con pa- 
role le formole algebraiche , che danno le dimoftrazioni de' teo- 
remi , e le foluzioni de' problemi fulle progreffioni geometriche; 
ho giudicato di doverlo fare , per avvezzare il lettore anche in 
quefta materia delle progreffioni a penetrare lo flato, c le »on- 
di/ioni della quiftione col folo contemplare attentamente le for- 
inole: Non farà uopo di tanto in queft' articolo, nel quale cia- 
feuno potrà dedurre (come detto è per le progreffioni geometri- 
che) delle nuove formole, che qui ommetto per efiere , o trop- 
po facili , o meno accertane. 74. Pro- 



Digitized by Google 



102 

74* Propofizionc fon damenrale * Se b è ti primo termine,, 
a la differenza % o la ragione comune,» il numero, che efprime 
il (ito d'un termine qualunque , o il numero de* termini della 
progreflione , fino ad eflb ioclufivamente,farà f = £-h (»— i) » 

Dim. Nella progreflione aritmetica -7 b.c.d.e.f t; fi ha* 

' — * = ci °è c = J-r-* , ed eflTendo. b . c = f.i, odia A**-*-* 
= d, farà <f=A-i-a#..ec.i 

cioè il prima termine eflendo b 

il fecondo èj + « 
il terzo è 

a« f/ ** b + (.m-i)s 
7f. Seconda proporzione fondamentale. Se 4 è f-ultimo ter- 
mine, ed / la fomma di tutti i termini d«Jla progreuW aii* 
arnica, farà l.« t — b = ma~a 

2.0 2/ =zmb<+mt 
La prima formoìa è evidente , trafponendo * * della formor» 
del num.74., ^ fionda fi dimoflra così : Nella progreflione 
aritmetica ^b. ed. e. k.t t per la detenizione fi ha *.«cr*.r, 

dunque b~ht ss e 

b + t =s rf-t-#; cioè 2 (*-H/> =s (c-M) 4- (</S-r) r 
e 2tf+0=li donde 5(Ì4-/)c=xx; ma 6 è il numero m de- 
termini della progreflione , dunque w(^/) = l/ , 

76. Dalla fot mola del Bum. 74.; 1.0 0 ato |j p[ìm(> t(fmU 
ne * della progreflione aritmetica , e la differenza comune * y & 
poflbno trovare fucce floamente tutti gli altri termini . o qU- 
lunqne termine della progreflione» 

Si farcia nella fonnola di /, la lettera m eguale all' efponente 
del filo, che deve occupare il termine cercato; o fc fi vogliane» 
faccetti va mente tntt? gli aliti ter -nini della progreflione dopo b 9 
& faccia m fuccelfivamente eguale a 2 . 2, . 4 . 5 .... ce. 

77. 2.0 Qualunque progreflione aritmetica, che incomincia 
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<la ed ha a per differenza comune, fi può rapprefentare da 

i J-h J4... CC. 

78. 3.0 Tra due dati termini /, b trovare un numero r di 
med; / aritmeticamente proporzionali . 

Si divida la differenza / — b per r-~ 1 ; il quoziente farà Pj del- 
la progreflione , con cui, per il num. 74. , fi troveranno tutti * 
termini della medefima. Dacché fe fi cerca un numero r dì ter- 
mini intermedi , compiuta che fia la progreflìone , fi dovranno 
«vere r-f-i differenze, e tutte tra fe eguali , la cui fowrna deve 
equivalere a / — bj dunque ciafeuna di quelle farà 

70. Colle forinole del nura. 75. fi fciolgono tutti i proble- 
mi, «he appartengono alle progreffioni aritmetiche. In ciafcuna 
éì quelle formole fi contengono «quattro lettere ; liberando adun- 
que co* noti metodi ciafcuna di quefte , fi avrà il fuo valore 
colle altre trej cioè in tutto fi avranno otto formole per gli 
jb, s. Softituendo nella feconda formola il valore di 

*, di *, c di m prefi dalla prima, fi avranno tre altre formole 
di quattro lettere per ciafcuna , da ciafcuna di quefte fi dedur- 
ranno, come prima, quattro nuove formolc,cioè in Tutto dodici 
formole, che colle prime otto daranno venti formole, che com- 
prendono lutti i cafi poflibili delle progreffioni aritmetiche . Il pro- 
blema generale , che comprende tutti qucfti venti cafi è dati i valori 
di tre lettere m^a^^t^s, trovare il va lore di ciafcuna delle altre due* 

80. Facendo il calcolo accennato nel num. precedente , fi ha 
Prima formola Seconda formola 

* — b=zma — m 2. $-=zmb-\-mt 

I. * = j)* * J. b = H-t 

m 

il /=*-*- ow-o* n. ,i=2i_j 

ni. 4='^ Ut szz.Zy+Q 
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Seconda formola, 
trasformata col valore di t prefo dalla prima 

zszzimb-ìrm* a — ma 

TI 1 m 1 

II. ,=:*£=*a 

m . m — I 



in. /=w*-r— ?— ~* 

2 



IV. 



... » 

Seconda formola , 
trasformata col valore di m prefo dalla prima 



zs=zb + t-\ 



I. h = ±a± p/v-raìt-ds-^a) a 



II. ; = + y 0^«)*rK»#TÌ 



III. * = - ? — : 

IV. — t--^ 



Seconda formola , 
trasformata col valore di a prefo dalla prima 
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I. t=zL s + »L=LL a 



2 



li. ,- *(""-'? 

W.OT — I 



HI. i^mt- "''™-* * 

• : 

8j. Combinando infieme quelle formole fi trovano quattro 
Talori per ciafcuna delle cinque lettere #»,*,£,/,/ 



* « K V ^ 4 



II. j,~.£=» a - a -.£=5Ì 
W— I ~, 



mt — s 



ni. i=/~( W -.,)4=i:~/ == ± / -^nl # 



o IV.. 



>gle 



1o6 

m m % 




Taragoke delle &h( progrbflìoni , Goomctrica , 
ed Aritmetica, ) 

> 

$2. T^ÀTagoRamTo infieme le forinole dedotte dalle proprfcfi 
JL delle proporzioni , e progrefl&oui geometriche , ed arit- 
metiche , fi vede IÀ Che l'addizione , e la' fottrazione 
nelle proporaiom- , e pfogreflGoni aritmetiche, fanno ciò, che 
nelle propoAiooiv e "progne (Tioni^gflomeiricEc fi ottiene colla 
multipltcazione, e .colla divisone \ "~ - - 
l.o Che nell#- pfop<Hzio»i , e ^progre^floni aritmetiche fi fa colla 
multtplicazione , e cofU divisone ciocché n«1 le .proporzioni , e 
progreffioni -geomeiriche fi £a colla formazioac , e colla rifolu- 
zione delle potenze. 

3.0 Che la differenza , o la ragione, comune de.' termini d'una 
proporzione, e progreffione aritmetica tiene luogo della ragione 
comune nella geometrica . 

A cagione d'efempio,* per trovare 1'trftfmo tergine / d'una prò" 
grelfione aritmetica , dato il primo termine 6 , la differenza co- 
mune 4 l ed il numero m determini x fi multiplica la differen- 
za comune a col numero de* termini m — i , e fi aggiunge al 
prodotto il primo termine b; e nrlla progrefljone geometrica, fi 
ha il / alzando .«Ila potenza m — l la ragion comune a , e mui- 
tiplicaudo a*"' per il primo termine"*. 

83. Tutte 
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82. Tutte le proprietà delle proporzioni geometriche , ed 
aritmetiche fi potevano dedurre dalla efprefllone de* confeguenti 
per mezzo degli antecedenti, e della ragione comune fatta egua- i 
le ad a; invece di a : b: : c : </, e di a . b : : c . d fi poteva pren- 
dere a:ab::c:ae , e J . £ -t- a : : e . c-t- a ; o , unendo in una que- 
(le due cJpreflioni , fare b ; b * a : : c ; c + a * Non abbiamo 
feeita quefta ftrada, che pure fembra più feraplice, per dare luo- 
go agli artifici analitici , e l'accenniamo qui per dare materia 
di calcolo a chi vorrà contemplare la teoria delle proporzioni, 
anche Cotto queft* afpetto . 

84. Nelle progreffioni . 1.° Non s'impiegano più di due let. 
tere diverfè, b, varie volte a Ce fteffe aggiunte, o multipli- 
tate inficme } la progreflìone aritmetica fi riduce Tempre a b. 
k+a . IHpJ * «C, C la geometrica a b . b a . b a* 

ba* ... te* 

l.o 1 coefficienti di a nella progreffione aritmetica fono gli itefli, 
che gli efponentt di a nella geometrica , termine per termine, 
ed oltre a ciò formano la ferie naturale 1 . 2 . J . 4. . . ec. , o fe 
li faccia il primo termine della progreffione aritmetica eguale a 
^-roj, e della geometrica bs* , formano la ferie naturale 
O. I . 1 . a • 4 ■ ■ - ce. 

3. © Quindi dato U primo termine b , e la ragione comune a del- 
le due progreflioni , fi ha un facile compendio per formarle , e 
continuarle all' infinito . Per la progreifione aritmetica batta 
multi pi icare la ragione , o differenza comune a fucceffiva mente 
per i termini della ferie naturale o . 7 . 2 . 3 . . . ec. , ed a c?afcun 
prodotto aggiungere il primo termine b. Per la progreffione 
geometrica balìa alzare a fucceifivamente alle potenze efprefle 
dalla ferie naturale. 0 . I . t . 3 . 4 . . . ec. , e moltiplicare di mano 
in mano quefte potenze per b. 

4. ° Nella progteffionc aritmetica, può fupporfi b eguale a zero, 
non cosi nella geometrica; dacché fatto b=zo in quella fi avreb- 

O x be 
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be tuttavia la progreflione «J- 0.4. la ,$a... ec. , ed in que(U 

iì avrebbe una ferie di zeri . / 
5. 0 Nella progrelfionc aritmetica può fupporfi ISI ( non cos* 
nella geometrica ; e nè -in quella , nè in quella può a edere 

eguale a zero . Se a = 1 , fi ha -7* b Ti 1 . b «t» 2 ec. , fe 

4 = 0, fi Jia b.b.b... ce, che è una ferie di quantità eguali; 
e nelle progreffioni geometriche , fe t— l , fi ha b.b.b... ce, 
ierie di quantità eguali, e fe 4 = 0, fi ha una ferie di zeri. 
o\o Quindi la progreffione aritmetica può avere qualche termine 
eguale a zero , non così la geometrica : nella progreffione arit- 
metica allora folamente vi farà un termine eguale a zero, quan- 
do uno de* termini farà multiplo della ragione comune. 

85. Infinite fono le ofTcrvazioni di fimil genere, che fi pof- 
fono fare fulle due progreffioni ; tra tutte però, le più interef- 
fanti s'aggirano fulla progreiTione geometrica, in cui fi fuppon- 
ga I ; fi ha ~ a 0 . a* . a* . a* . . . . ec. , che è la ferie ideile 
potenze di a . Su quella ferie fi noti . j.o Che fe prefo a* per 
primo termine della progreffione, il fecondo non fofle * , ma 

J- = a— 1 , fi avrebbe ~ a . a~" . J~* .a~ l ... ec. 
a 

2.0 Che fi poflbno ordinare quelle due progreffioni , di modo 
che ne compongano una fola; fi avrà 

ai""* • <* 1 . a 1 . a 1 .a* . a* . a* . a* . a* > . • • ec. 

3,0 Che in quella nuova progreffione, il termine di mezzo a* 
c il limite comune donde partono le due progreffioni , una ver- 
fo la delira , l'altra verfo la finillra ; la ragione d'un termine 

qualunque al fuo vicino verfo la delira è — , e gli efponenti 

partendo del limite comune formano la ferie de* numeri natu- 
rali , ma andando verfo la delira ciafeun termine di quella ferie 
ha il fegno andando verfo la finillra , hanno il fegno — . 

4.0 Che 
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4« 0 Che quindi la ferie, che fta alla finiftra di a* è inverfa di 
quella , che vi fra a deflra : il fecondo termine verfo la delira 
dopo a* è a* , ed il fecondo termine dopo » 9 verfo la finiftra è 
* i 

4 =~ :.il terrò termine ... ec. 
a 

Quindi, i.o Nella progreflfione delle potenze di a d'cfpo- 
nentc politi vo la feconda potenza di a occupa il fecondo (ito , 
o la feconda clafle dopo a 9 ; e generalmente , la potenza m''*"**- 
(la alla clafle (m-f- \)' fim * f incominciando da a* ; ed eflendo il 
termine («Mt«l) , d'una ffrogreflfione geometrica affatto lo ftef- 
fo del (m -f- i) elimo continuamente proporzionale dopo il primo, 
ed il fecondo termine, la potenza m di a è la (m ~r i ) e ' mt con- 
tinuamente proporzionale all' unità, ed ai dato 4. Ciò vale an- 
cora per le potenze d* e (ponente negativo. 
2.° Collo fìeflb difeorfo fi vede , che nella ferie delle potenze 
di j , il termine a , che è radice feconda di a , è mezzano 
proporzionale tra a° , ed a* , e che generalmente a , che è ra- 
dice m tfiM di a m , è la prima delle m — I proporzionali tra a° 
ed V ; cioè, che la radice qualunque d'una potenza d'efponen- 
te pofitivo è la prima di tante medie proporzionali tra l'unità, 
e la potenza data , quante fono unità (una meno) nelF efpo- 
nente della radice cercata . 

87. Quindi ancora; 1.0 Cercare una potenza d'intero efpo- 
nente dato di una data quantità a , è lo fteiTo , che fupporre ^i* 
formata una progrelTione geometrica , il primo termine della 
quale fia l'unità, ed il fecondo fia la data quantità «, e cercai 
re il termine di quella progreflione , che occupa il fito indicato 
dall' efponente della potenza cercata , dopo l'unità non compre- 
fa; o , a dire più corto, cercare la potenza m d'una quantità a 
è lo fteflb, che cercare la (w-+-i)' /? " M continuamente proporzio- 
nale ad a , ed a. 

2.° Cercare una radice d' efponente intero d'una data potenza, 

è lo 



no 

è lo ftcflb , che fupporre già formata una progreflìone geome_, 
trica , che incominci dall' unità , di cui Ha dato un termine 
qualunque» ed il (ito (indicato dall' efponenre), che egli occu- 
pa nella medefima , e cercare il primo di tanti med; proporiio- 
nali tra l'unità, ed il dato termine, quante fono unità {meno 
una) ndr efponente dato; o, a dire più in breve , cercare la 
radice m d'una quantità a è lo fteflb % che cercare il primo de* 
gli (/» — t) f/f *" naedj proporzionali tra a , ed a . 

88» Quindi .finalmente è manifefto che. tanto le radicj del, 
le potenze, quando le potenze ftefle d'una data radice (boo ter- 
mini della ptogreOione delle potenze -ff a ° . * . a . a* , .» ce; 
cjoechè dà una. compiuta dichiarazione del chiamarli dagli An-" 
«tflitti col nome dj fottnz* anche le volgari' radicali quantità : 

So. Ciò dichiatafi viemmeglio dalla natura degli cf^nentt 
della progrefliooe delle' potenze. La diverga di due termini qua* 
lunque di quefta progredìane non illà , che negli efponcnti di- 
verfi, da cui vengono affetti ; fempre a. entra ne* termini 'delta 
progreflìone, ma fempre con nuovi, e tra fc diverfi efponcnti, 
e per compire la progre(ftone di due dati termini., o per intro- 
durre tra due, dati termini un numero m di medj proporzionali, 
balla cercare un numero m di medj aritmeticamente proporzio- 
ualt tra gli efponenti de' medefimi , e mettergli di mano tei 
mano per efponenti di a. Così per inferire un medio propor- 
zionale tra a* » ed a* y fi cerchi un medio aritmeticamente pro- 
porzionale r ti a zero, e 2 ; fi avrà rsi, ed a* farà il medio 
cercato; per inferire tre medj proporzionali tra a*, ed a y fi 
cerchino tre med; aritmeticamente proporzionali tra zero , è 

ti? ' 
l'unità; fi avrà ~ , —, — , ed i medj cercati daranno 

ili 

f m a * . a * * a* » a ; e col metodo del num. 65. , fi avrà 
V - l/^- V' • V* ' ' ' onde 
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onde 4« = '}mprT 9 *mjf?-- 

oo. L'ultima , e la più infigne proprietà delle progreiTionl' 
delle poterne è dedotta dalle proprietà delle progrefl&oni aritme- 
tiche, e geometriche, ed è, che la fomma, o la differenza de- 
gli ci ponenti di due Termi nr qualunque è l'cfponetue dei pro- 
dotto , 6 4*1 quoto- de' medefiirih» tra fe multiplicati , o divifi. 
Quella à la proprietà principale de* ìo^xritmi , che noi efpor T 
jcm« nel capo feguecte, dopo d'avere fcioUo il feguente pro T 
blema . . . 

or. Trovare lai ragione, che ha la fomma A d'una progref- 
fione geometrica, alla fomma 3 d'una progreiTione aritmetica,, 
-pofto , ebe araendue abbiano gì' iftrlE <flrcmi / , e lo fteflò 
numero dì termini m . 

Si riducano r due valori di A, B a non contenere » che le tre 
lettere I, m* Per la progreiTione aritmetica fi ha (oum. 81.) 

B = ^(i-rOiCP«r 1* progreiTione geometrica fi ha (num.oft) 



e perciò AiB:: ~ •* ^C 5 "*"* 5 " 



» . • Y: . . . . . . w . . . t. 

e fatto 
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e fatto -r— =/», e */^* -f == 7 ,\ « / v rt 

£ ha A:B::2p:mp-i~m ?::2/>: w(p-bj) 



offia, i«:B::2 :m + 

D ■ • 

r • , . .•.«.: 

01. Ufandoquefto metodo non farà neccffarlo cercare (eparata- 
mente le fomme A, B per avere il loro rapporto , anzi non farà 
fteceflario , che fia noto alcuno de* termini medj; dati i termini 
éflremi , ed il numero de' termini fi ha la ragione cercata , e 
finalmente trovata la ragione delle fomme, e dato VA y o il S, 
fi ha il B, o VA fenza altri calcoli , fuori de' confuetf per libe- 
rare un termine d'una data analogìa. ■ - 
- ■ 93. E' evidente. I.° Che crefccndo t per rapporto a b , m 

: i -*l 

nell'analogìa fupertore, crcfce iip, c la feconda parte t b™"* 

a « 

di f ; cioè fi feema ^1 . 

" • • r - 

2.° Che crefeendo il folo «r, crcfce w + 

*.° Che Vm+m fi aumenta più col crefeere di /, che col 

' "~ ' . 

crefeere di ». 

4.0 Quindi crefeendo f , o m, fi fminuifee il rapporto di A aB, 
o, che è lo fteflb, crefee il rapporto di B ad A ; ma quefti rap- 
porti fminuifeono , e crefeono di più col crefeere t , che coli* 
aumentarti" w. 

94. Ciò fi dichiarerebbe fempre più fe prendemmo a confi- 
derarc le trasformazioni della formola nel cafo , in cui. una del- 
le /, b t m crefeeflè ali* infinito per rapporto alle altre : quelle 
confiderazioni le può fare ognuno da fe, c(Tcndo il calcolo del- 
le Quantità infinite affatto lo fletto del calcolo delle finite ; noi 

per 
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per i, b. . . ce. abbiamo Tempre intefo d' esprimere qualunque 
fona di quantità, o effe fi (appongano finite, o comunque cre- 
feiute, o ice mate all' infinito. Sulle proporzioni degli affoluta- 
mente infiniti, o infinitamente piccoli, o e (Ti vi fieno, o piut- 
tosto conducano ad affurdi , puoi vedere le ingegnofe cofe, che 
ha ferine il Foiucncllc (Elemcns de la Geom. de l'Infini). 
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Mot ut* 5 e proprietà df' Léganhm • 

9J. • | Rovare rcfponente * della potenza, a cui alzando un 
numero qualunque *, prefo ad arbitrio, fi abbia un 
numero eguale ad un dato j. 
A quefto problema io riduco con Eulero (Tom. I. c. 6. dell* 
introduzione all'Analifi degli, infiniti ) tutta la teorìa de* loga- 
ritmi ; l'efponente indeterminato x. fi chiama logaritmo del 
numero dato y , ed il numero aduni o a fi chiama bafe logarit- 
mica. Quefto problema fi fcioglic col metodo delle medie , c 
continuamente proporzionali . 

96. In tanto fi ?ede dall'equazione fondamentale m K a;, 
che difegoando colla lettera / il logaritmo di un dato numero 
j, fi ha 7.° //=£, ed alzando ciafcun membro deMa prima 
equazione alla potenza d'cfponcntc a, e — n qualunque, fi ha 

*-* *=/- 

donde ly* =zmx 

* 

2.0 Se lv=:x farà a* 

<f* = j, e multiplìcando infieme que- 

fte due equazioni , fi ha a* *** = t>,7, donde Iv y^x-t-zzzlv+lj, 
e dividendo una di quelle medefime equazioni per l'altra , fi ha 

s=j, donde / j-=: x — *, 
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3.0 £ia*\mc&tCiJkj=?-i^ iàni **t=Zi f ebè * = p, * 0 . 

07. Quindi rapprefcntandofi coli'.; qualunque numero, u° non 
-pub a eflere egwale , o minore dell' (turiti , dacché Je eflb è rmrì 
-toniti, non potrà mai , qualunque ù* riponente x, avrrfi un 
numero maggiore d'un' unità, e fc e una .frazione , >foori del 
caio di «=x>, farà fempre a*" .minore dell' unità. 
2.° I logaritmi negativi fono logaritmi delle frazioni; i logarit- 
mi pofitivi fono logaritmi de' numeri interi. 
3.0 Non fi polìbno avere logaritmi sfatti , Se tron quando j »è 
una potenza perfetta di a; gli altri ù hanno per approflima- 
«ione. 

4. 0 Come d poflbno aflTegrrare infiniti valori ad a maggiori dell 
tonità , infiniti altresì poflbno eflere i fiflemi de' logaritmi , di- 
pendenti tutti dalle diverfe fuppofizioni del valore di 4. 
5° Quel numero , il cui logaritmo è 4* unità , ferve fempre -di 
^feafe a n,nalunque fiftema ; -dacci 1 è 9 fe 2 = 1 , dc*c neceflaria- 
tn*nte eflere azzy. 

<5.° Se quattro termini fono in proporzione geometrica ., i loco 
logaritmi fono in proporzione aritmetica, e fé una ferie di ter- 
mini è in progreflìone geometrica , i loro logaritmi fono in pro- 
greffione aritmetica; dacché i logaritmi fono efponenti delle po- 
tenze di o delle radici di 7. 

98. Da quell'ultima proprietà de' logaritmi hanno tratta alcuni 
Autori la deffinÌ2Ìone de' medefimi , dicendo , che i logaritmi fono 
termini d'una progreflìone aritmetica, che corrifpondono a' ter- 
mini d'una geometrica progreflìone . Quella nozione prende t 
logaritmi in una fìgnificazione più attratta, e più generale; ma 
fet l'ufo non è uoro di tanto. 

00. Si confiderino le formole del num. 96.. ,In qualunque 
fiftema de' noftri logaritmi; i.° / vy = lvr+. J », Con qucfla for- 
mola fi cambiano tutte le multiplicazioni in femplxi ladditioai : 
// prodotto di due numeri è il numero , che corrifponde nelle tavole alU 
fomvta de' loro logaritmi. P 2 2.° 
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/ — ly. Con queftà formola fi cambiano tutte lo <fi- 

vifioni in femplici filtrazioni : // quoto di due numeri è il numero, 
che corrifponde nelle tavole al logaritmo del dividendo fminuito del lo- 
garitmo del divi/ore. 

3 o /jf — ■ =jf HZt o/Tu ly — * S3 + nly, per effere «rr/j. 

Con quefta formola fi cambiano le formazioni di tutte le po- 
terne d'efponente pofitivo , o negativo , alle volte di numeri 
affai compolti , in .femplici multiplicazioni di numeri piccoli: La 
potenza d'efponente dato di un dito numero , è il numero, eòe corri- 
' [fonde nelle tavole al logar;tmo del dato numero , ma multiplicato per 
*'ef ponente dato» 

+ .»•.. •. . . ' . 

4.0 ly— 5 = ±^~z = ±_ —ly Con quella formola fi cambia- 
no l'eftrazioni delle radici in fempliciflime divifionì : La radice 
d' ej ponente dato d' un dato numero , è il numero , che corrifponde nelle 
tavole al logaritmo del dato numero , ma divi/o per l' e/ponente date . 
5. 0 L'ufo di quefte quattro forinole farà comprendere varj com- 
pendi nel calcolo ; a cagione d'efempio, per multiplicarc un nu- 
mero intero per una fiazione propria , non è neceffario cercare 
f>rima il logaritmo della fiazione , per aggiungerlo al logaritmo 
del numero intero w , balta fottrarre il logaritmo del denominato- 
re della frazione dalla fomma de' logaritmi dell' intero , e del 
numeratore dato ; fi fchiva con ciò una fottrazionc , che femprc 
riefee p'ù difficile dell' addizione ; così per dividere un numero 
Intero per una frazione, balla fottrarre il logaritmo del dato 
numeratore, dalla fomma de' logaritmi dell' intero, e del deno- 
minatore dato ; e così nel refto . 

Sarà ora facile il mettere in teoremi le altre formole fui loga- 
ritmi, che noi anderemo fvolgendo in qucfto capo. 
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Metodi > e compendj di metodi per coflrttire 
le tavole de' Logaritmi . 

• • • 

ipo. 1 jAto B per valore della bafe a , trovare il logaritmo 
m \* d' un numero qualunque Z . 

Sia Z ss 5 , e nell' equazione a K ss y fia j ss i , ed 7 ss 10 ; fatto 

^= 1 , farà l A — o 

B — io /Bssi 

cioè Z fta tra / , B. Si cerchi un medio geometricamente pro- 
porzionale tra A y B; fi avrà Cz=VaB; cioè C eguale a 10 
alzato alla potenza , che ha per efponente un medio aritmetica- 
mente proporzionale tra zero, e l'unità: Per evitare le frazioni 
in quella, ed in fimili determinazioni, fi metta dopo i termini 
A , B , ed / A , ÌB un egual numero di zeri , per efempio fei , o 
fette ; farà 

A^zi , 000000 Mszo, 0000000 

Bssio, 000000 /Bssi, 0000000 

C ss 3 , J62277 / C ss o , 5000000 

D C trovato non è eguale a Z, e fta Z tra C, B. Si determini 
allo fletto modo un medio geometricamente proporzionale tra 
C, B ; fi avrà D ss YB C , cioè 10 alzato ad una potenza, che 

ha per efponente un medio aritmetico tra /B,e IC ,e cosi 

fi proceda faccetti va meo te , come nello fchemma feguentc , fiaoac- 
chè uno de' medj proporzionali fia Z. 



xiS 

A SS I , ©DOflOO.... lA^Z O, 0000000 

B ss io, oooooo.... /B ss i, ooooooo Sia 
C=j , 162277.... = o , 5000000 ... . C ss V^B 
75 ss 5 , 613413 . . . . 7 £ s= o , 7500000 .... D ss V jBC 
E ss 4 , 116964. . .. VH^^o, 6250000».. . E ss V CD 

Fss 4 , 869674 /Fss o, 68,75000.... \F = VB~F 

(7 ss 5 ,232991 / 6 ss o , 71 87500 .... 6 ss VUf* 

fi ss 5 , 048065.... ;//s=o, 7031250.... Hss V>(T 
/ ss 4 , 95S069.... // ss o, 6953125 /<= V>\» 
K ss 5 , 002865.... /2Cs= o, 6992187.... K=s 
E ss 4 , 980416 .... / L s= o , '6972656 .... E ss 
Mss 4 , 991627.... IM= o, ^982421.... Mss V X-L 

A ss 4 , 997242.... / //ss o, 69S7304 /Vss 

Os J , 000052 .... /0 ss o , 09S9745 .... 0 ss V kn 
P ss 4 , 098647 .... / P ss o , 698K525 .... P ss 

g=4» 99935° •••• 0,^6980135.... = ^ Q *\ 

ss 4 , C99701 .... / A ss o , 6989/40 .... * ss t 0 Q. 

S ss 4 , 999S76 / 5 ss o , ^989592 .... S == V o* 

T ss 4 , 999963 / T ss o , 6989^68 .... T ss Vo 5 

rsc 5 , 000008 .... / r ss o , «6980707 .... r ss Vo 

rss4 ,999984.... /rss o , 69^96187 . . . . ^= ^ ry _ 

Xss 4 , 99999"],. .. / X"ss o, 69^9697 .... V' WV 

t = 5 , 000003 . . . . / 1* ss o , 6989702 .... 1* = Vr X 

Z ss 5 , oooooo .... / Z ss o , 6989700 . ... Z ss VXY 

Si ha dunque i 5 =s o , 69S97 , cioè io° ' ss 5 . 
Allo fltflb modo fi poflbno trovare i logaritmi degli altri nu- 
meri per qualunque bafe logaritmica a . Le tavole di Briggio , 

c di 
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e di Ulacquio fono calcolate Culla bafe io , c fono oramai le più 
note, • comuni. 

joi. Sarebbe intollerabile la noja del calcolo , fe fi dovef- 
fero cercare immediatamente col metodo fpiegato i logaritmi <H 
tutti ì numeri naturali. Quattro fono gli artifici più comuni 
per abbreviarne il lavoro; 

J.o Di cercare col precedente metodo follmente i logaritmi de* 
numeri primi, e colle multiplicazioni di quefti logaritmi, per 2, 

per 3 , per n fi avranno i logaritmi delle loro potenze fe r 

conde , terze . . . , n ,fim , 

2.° Di cercare, coli' addizione de* logaritmi de* numeri primi, 
I logaritmi de' loro com polli . 

3>° Di cercare , coli' addizione , o fottrazione de' logaritmi di 
certi altri numeri non primi i logaritmi de' loro multipli , Q 
fummultipli. 

4. 0 Di cercare , co' logaritmi di varj numeri , pofli ad eguale, 
intervallo nella ferie naturale, i logaritmi de' numeri intermedi. 
I primi tre compendi fono per fe chiari dalle formole dell'arti» 

colo precedente: Aggiungendo, al logaritmo di 10 quello di^, 

u. ha il doppio logaritmo di 3 : Sottraendo il logaritmo di 2 
dal logaritmo di 10 , fi ba. il logaritmo di 5 ... ec. Il quartq 
compendio dipende dal metodo delle interpolazioni , che noi 
Spiegheremo nel fecondo, libro . 

i.Q2. Quefti, ed. altri compendi per formare le tavole de' lo- 
garitmi, fi applicano facilmente ad altri metodi più univerfali , prefi^ 
da principi più elevati del calcolo. Eulero nell'introduzione citata 
al Bunu$v> Revneau nel fecondo tomo dell' Analifi dimoftrata, 
ed altri , moftrano in generale , che il logaritmo, del numero 1 -t- 
che rapprefenta qualunque numero maggiorerò minore dell'uni* 

tà, e eguale ad *j ("]^ — r~ +4 -Jjp ec «)> <d il valore 
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di k dipende dalla bafe a fatta eguale ad I- +-y + 77£"*" 

; - — - f « . 

J03. Tra tutti i fittemi de' logaritmi, due fono i più cono- 
fciini ; quello della bafe a =10, che dà i logaritmi chiamati 
volgari , e quello della bafe 

che dà i logaritmi chiamati iperbolici dall' efprimerfi , che fi fa 
con cfli nella geometrìa fublime , la quadratura dell' ipcrbola . 
Nel fidema volgare , il logaritmo di 10 è l'unità , come al 
num. 100., e nel fiftema iperbolico il logaritmo di 10 , è 

1 , 3025850929940456840179914 .... ec. 
Di qucfti logaritmi di 10 fi farà ufo nell' articolo feguente. 

104. Intanto fi noti , che i logaritmi della bafé 10 oltre le 
utilità generali di tutti i logaritmi di bafi diverte, hanno le pro- 
prie, e particolari , per cui vengono a preferenza d'ogni altro 
fiftema ufati ne' calcoli . Qualunque fiftema di logaritmi dà i 
logaritmi de' numeri natnrali (e con feguente me a te d'ogni altro 
numero), comporti d'un numero intero chiamato caratteriflica , 
e d'una frazione decimale, chiamata da Eulero, e da altri man- 
tifa. Ora, i logaritmi de* numeri naturali , tra 1, e io, dan- 
no nel fiftema di 4=10, tra lo zero , e l'unità ; i logarirmi 
de' numeri tra 10, e 100, danno tra 1 , e 2, e così nel refto. 
Onde; i.° Dato il logaritmo volgare d'un numero , fi conofee 
dalla femplice caratteriftica di quante figure ( intere ) debba edere 
coropofto il numero , che gli corrifponde , e dal numero dato fi 
conofee la caratteridica del fuo logaritmo ; dacché la caratteriflica 
del logaritmo volgare è compofla di tante unità una meno , quante fono 
le figure (intere) nel dato numero. 

2. 0 Aumentando di n unità la caratteridica d'un logaritmo, fi 
ha il logaritmo del n uph del numero medefimo. Quede due 

pro- 
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proprietà, che portano una facilità far prendente ai calcoli, non 
fono comuni ai logaritmi di baie diverta dai volgari. 

" Riduzione d'un dato Sifiema di Logaritmi 
a qualunque altro Sifiema cercato . i 

■ ■ • 

105. ^TO' non abbiamo per le mani , che i logaritmi co- 
|^ ftruiti fulla bafe 10; eppure affai volte, o è utile, 
o è neceflario d'avere i logaritmi coftruiti fu qual- 
che bafe diverfa. Una generale proprietà de' logaritmi di qua- 
lunque fiftema ci mette a flato di fupplire ad ogni bifogno colle 
fole tavole comuni: Efla è , che i logaritmi di due numeri di 
un fiftema fono in proporzione geometrica coi logaritmi de' due 
rnedefimi numeri dedotti da un altro fiftema . 
Siano m,n i logaritmi di due numeri A, A' formati colla bafe a; 
il avrà A = a m , A'z=ia* , ed alzando la prima equazione alla 
potenza n , e la feconda alla- potenza m , farà A* =3 a m * , Ai m 

2. 

= cioè /t SS A im , offia A=zA> Allo fleflb modo, dati 
i logaritmi m\ n' de' due medefimi numeri in un altro filicina 

»; m m ' 

di bafe a\ farà A=zA ,n ; dunque — = — >. 

m % 

106. Quindi; f.« n'=: — . n. Cioè , fe m è il logaritmo 

m 

d'un numero A' nel fiftema comune , ed m 1 il logaritmo del 
medefimo numero in qualunque altro fiftema , fi avrà il loga- 
ritmo n' d'un altro qualunque numero A io quefto fiftema me- 
defimo. A cagione d' eie m pio, il logaritmo comune m di A'zz 10 
è l'unità , ed il logaritmo iperbolico di 10 è 2, 3025 ... ec. 

= farà ^ = *2-l? g ' ' ' ec ' ; donde, chiamando L il lo* 
tri 1 

garitmo iperbolico di A , farà 1/ -4 == / A x 1 , 301J . • . ec. 

0. 107. 
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io7. 2.o « = 2., Cioè, fc invece de' logaritmi comuni 

aveflimo le tavole de* logaritmi d'un altro Cftcma , farebbe in- 
cora facile il trovare i logaritmi comuni de' numeri . A cagione 
d'efempio, il logaritmo comune «di io è l'uniti, ed il Ioga, 
ritmo iperbolico m' di io è 2 , 3015 ... ec. ; 

• * . * 

farà^- = o, 434294481903271827..* ec; 
donde lAzzLAxo , 434294.... ec. 

* * 

Ufo dtlle tavoli di" Logaritmi comuni . 

108. 1 Rovare per mezzo delle tavole il logaritmo, che co*- 

* rifponde ad un dato numero A, 
In quefto problema non fi trova difficoltà alcuna , fuorché nel 
cafo, in cui A fia un numero mtfto d'una parte intera , e d'una 
frazione, o; volgare, o decimale, oppure fia A un numero in- 
tero maggiore del mattano delle tavole , o finalmente ila una 
femplice frazione decimale . 

Egli è evidente , che i logaritmi de* numeri interi minori del 
rnaflìrao delle tavole fi leggono in tutte le tavole immediata- 
mente ferini accanto al dato numero, e che il logaritmo d'una 

frazione y è Iv — ly. Spiegheremo qui le forinole per que' tre 

primi cafi , e foggiungeremo in feguiro t compendi , e le avver- 
tenze ncceflarie per ufarle con facilità. 

109. Se il dato numero A è mifto d'una parte intera B, e 
d'una frazione C; fi cerchi immediatamente dalle tavole l B, e 
/(B-r-O, e fia /(B-hi) — IBzzD; facendo l:C: :£>:/, farà 

jio. Se il dato numero A è un numero intero maggiore 
del maifimo delle tavole; fi divida A per un numero / tale, 

che 
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che nel quoziente B + C tedi la parte interi B corapofta di tara- 
te figure , una meno , quante fono nel maflGmo numero delle 

tavole; farà 7 = B^C, fi cerchi (num. 109.) il logaritmo di 

B-+C;farà/(B-»-0 — /y = M-//;dondeM=:(/B-4-C)-W*. 

111. Se il dato numero A è una fempliee frazione decima- 
le , fi multiplìchi A per un numero t tale , che il prodotto B 
£a un numero intero; farà B^At y ed IB^zlAt zzlA-i- l*f 
donde !A=lB — lt. 

Jia. Ecco alcuni compendi. Nel primo problema ; j.o Se 

fra C una frazione volgare xappre&ntata da — , fi avrà A 

% .... » » * ■ 

ss * r ^? 3 e lAzzl(BF+E) — lF; giova quetto compendio, 

ma (lima mente quando BF + E non e un numero maggiore del 
ma Aimo delle tavole . 

1.0 Se la frazione C fia una fempliee frazione decimale di * 
figure, avendone n l'intero fi, ed »-v*r non fia numero mag- 
giore del numero » di zeri , che ha il mailìmo delle tavole, 
tarlerà 'confiderare B-*t-C come un numero intero, e farà (io) f 
Az=.B ~- C , e trovato il logaritmo di B-r-C immediatamente 
dalle tavole, farà /(B^-C) = 7(lo) r A SS /^-^/(io) r ; donde 
M:=/(B-t-0 — r, 000..'. ec. 

3. 0 «Se »t r>*», fi piglino le prime figure *», come (e efpri- 
meflero un intero B ^ ed il retlduo fo0e un rotto decimale C; 
trovato col metodo del num. 109. il / (B-r-C), farà / A ~ 'J B Q — • 
{jn — • *) > 000 . - . ec. 

4.0 Si noti, che il precedente compendio avrà ufo ancor quan- 
do fia il un fem pi ; ce decimale, ed r>», bada fare nella for- 
inola precedente » = o, e farà / Azz / (B -r- C) — iw , c>ooo... eoi 
113. Siccome ia multiplicazione» o divifionc d'un numero 

Q. 2 per 
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per un termine della ferie decadica io. 100. iooo... ec. fi fa fa- 
rilmente , o coli' aggiungere al dato numero verfo la delira de' 
zeri , o colla virgola fèparatrice de' decimali , farà meglio , nel 
problema fecondo, e terzo, prendere per / un termine della fe- 
rie medtfima. Così al num. no. fia I con m zeri il maffimo 
numero delle tavole, ed il rumerò dato A abbia figure m-rr; 
fi chiami B l'intero efprefìo dalle fole figure prime m (cioè pre- 
Te da fioiflra a deftra), ed il redo confidcrato come decimale fi 

chiami C; farà — — = Bh-C, e trovato (num. 109.) il logaritmo 
(io) 

di Tarà/(B f-0=/- J ~ = /^ — /0o) r , donde IA 

( I0 V a 
c=/(B-»-C)-i-r, 000 . . . ec. Ed al num. III., fia r il numero 

delle figure, che vengono dopo la virgola nel decimale^ , e fia 

l'intero B=(io)'if; farà /B = / A+ /(io/ ; onde /i4 = /B — 

r, 0000... ec. 

114. Avvertenze. i.° Il logaritmo trovato al num. 100. non 
è del tutto' efatto , ma folo proffimainente : Il metodo l'appone 
le differenze de' numeri proporzionali alle differenze de' loro lo- 
garitmi , ciocché non è vero parlando per fe ; per avere ì medj 
geometrici, non bada il prendere gli aritmetici. 
2.0 Le differenze de' logaritmi tanto fono più profTìmamente 
proporzionali alle differenze de* numeri , quanto i numeri fono 
più grandi , c fi difeoftano enormemente dalla proporzionalità 
ne* numeri molto piccoli, come di una, ed anche di due figure. 
Ciò fi può dimoftrare a priori , ma fi vedrà facilmente dalle ta- 
vole: Se fi prendano nelle tavole comuni i / ( A >f 1) — / {A 4- i), 
e /(i<4-l) — lA-> non fi troveranno mai eguali quefte differen- 
ze, ma effe fi feofteranno poco dall' uguaglianza, fc A fi pigi j 
verfo il fine delle tavole , e faranno molto difuguali tra fc , fc 
fi piglino verfo al principio . 

3.0 Quindi ael cafo del num. 109. fc B foffe un numero 

troppo 
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troppo piccolo , converrebbe ridurre la frazione volgare C in de- 
cimali , e fervirfi d'uno de' compendi podi al num. 113., ma 
batterà pigliare un numero 2 m — n di figure decimali. • 
4. 0 In generale però fi può vedere con facilità fino a quali figu- 
re di decimali debba efTere efatto il logaritmo , che fi trova col 
metodo del num. 109. fi efamini fino a quali figure di decimali 
ila /(S+0-/B eguale a / (B 4- 2) — / (B + 1) , e fioo alle ftef- 
fc farà fiocamente efatto 1'/ del num. loo. ; lo farà fors* anche 
fino all' immediata feguente , effondo più proporzionali le diffe- 
renze tra /(B-f 1), e l B , che tra /(B+i), e lo fteflb IB ; le 
inferiori figure per l'ordinario verranno erronee. 
- 115. Trovare per mezzo, delle tavole il numero, che corri- 
fponde ad un dato logaritmo* comune. Anche in quello fecon- 
do problema tre foli fono i cafi , che fcco portano qualche dif- 
ficoltà : Quando il dato logaritmo è minore del malfimo loga- 
ritmo delle tavole: Quando il dato logaritmo è maggiore del 
logaritmo, madìmo delle tavole : Quando il dato logaritmo è 
negativo. E' evidente , che fe il dato logaritmo fi trova efatto 
nelle tavole , vi flarà fcritto accanto il numero , che vi corri- 
fponde . 

116. Se il dato logaritmo lAh minore del maiTimo delle 
tavole. Sia IB il .logaritmo profllmamente minore di JA 9 farà 
/(B+i) il logaritmo proiTimamente maggiore, fi faccia 

nS +ì)-lB:i::lA-lB: HQ l *- l * fB =:s; 

farà AzzB*ì-s. 

117. Se / A c maggiore del maffimo logaritmo delle tavo- 
le. Sia m — 1 la caratteriltica dd maflìmo logaritmo delle tavo- 
le, ed w-t-n la caratteriftica di IA; fi fàccia 

M — «jooob... fca^s/B; 
.«:. (10)" 

fcrà^ = (io)"B. 

118. Se 
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>i8. Se IA e negativo. SU « — m la caratteriftica di IA; 
fi faccia /J-f (w-rii), ooo.., cc.=;/(io)* + 'AzzlB; 

(io) + " 

119. Quelle forinole fi deducono da' mede fi mi prìncipi, da* 
quali fi fono dedotte quelle del problema precedente , ed hanno 
dc'rorapendj analoghi, e delle fimlii avvertenze* 
Nel primo problema', i.° Se la caratteriAica è troppo piccola» 
conviene, per evitare gli errori, accrescerla quanto fi può: Sia 
m +~ j la caratteriflica waflima delle tavole, ed jw~~» la carat* 
lenitica del dato logaritmo: Si trovi il numero corrifpondentc 
alla caratteriflica m unita alla data mamifla , riducendo la fra- 
zione in decimali, e fi tr*fporti la virgola diviforia da delira A 
fìniftra per figure n , coficchè fiano m — % figure negli interi* 
a.? La frazione 4 fi dovrà fempre ridurre in decimali , e di que- 
lli batterà trovarne tante figure , che tra interi , ed etti vi fi a 
«in numero m di figure 3 il refio non farebbe «fatto* 
3.0 Spedo non farà bi fogno di tener conto della frazione, prin- 
cipalmente quando la cara 1 ter rftica fbiTe zero, oppnre 1 , ed in- 
ficme baftafle di avere il numero cercato in tre, o due decima- 
li ; fi cerchi al fine delle tavole comuni il numero corrifpon- 
dente alla data mantifla, e fi prendano una, o due delle quat- 
tro figu>e , che formano il numero corrifpondente, per interi, 
e le ali re per decimali. 

no. Nel fecondo problema; i.° Se fofle »>m, batterà 
fvolgere la frazione , che ila in B in decimali , Jinchè vi fieno 
ligure in tutto 1 m; a quello B fi aggiungano verfo la 
delira tu ti zeri fino a compire un numero di figure wr-+-»-M . 
1.0 Si potrebbe dividere il dato logaritmo in due, o più, tali, 
che tutti fi trovino nelle tavole a «e prendere il prodotto de* loro 
numeri ; ma quello metodo farà ,i\ più delle volte, o .difficile 
Affai , o fatto all' azzardo . 

121. Nel 
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ni. NcJ problema ferro? i.« Si può considerare lo IA come 
pofitivo, e trovato il numero A 3 che vi corri fponde , farà ^ H 
numero cercato. 

2.0 Se cercando la frazione ~, che corrifponde ad un logaritmo 

negativo lA y fi voglia, che i! denominatore F , o lì numera- 
tore E fia un mimerò dato ,. farà nel primo cafo /£ = //*■«+• 
ÌA t e nel fecondo farà lFzzlE — 1 A. 

3. 0 Se nella forinola del num. 11©. foflé mese, come fpeffb 
accade ne* calcoli ordinar;, la formola farebbe più femplice, 

cioè A =2 — B ; ed allora per n baderebbe prendere il logarit- 
(10) 

tao 4 del maffirao numero 10000 delle tavole comuni . 

Metodo per evitare i Logaritmi negativi . 

111. TN qualunque fi (Tema de' logaritmi , il logaritmo deTTe 
J[ frazioni proprie è negativo, per cflere, come s'è dimo- 
strato, il logaritmo dell' unità eguale a zero.' Sanno i 
foli calcolatori di tavole aftronomtche , e quegli , che maneggia- 
no per mezzo de* logaritmi i problemi trigonometrici quanto 
grande imbarazzo s'introduca ne' calcoli un po' proli (11 da quelli 
logaritmi delle frazioni , onde ben a proposto s'è penfato ad 
un metodo facile , e ficuro per evitargli . Tutto il metodo è 
fondato fulla feguente propofizione : 

Si pub fupporre , che il logaritmo dell' unità fia (lo)*; é tutti i lo- 
garitmi fdeali , che in quella fuppofizionc fi dedurranno dal cal- 
colo per le frazioni , corrifponderanno a frazioni decimali , che 
avranno verfo la finirtra tanti zero meno uno, quante fono. le 
unità, che mancano alla caratteriftica per compire l'aflunto ter- 
mine decadico : Un* occhiata alla feguente tavola . 

Nu- 
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Numeri Naturali . Logaritmi Volgari . Logaritmi Ideali . i 
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123. Sembra, che fi cambj con quella fuppofizione tutta la 

teorìa de* logaritmi; dacché fatto ; = i, non è più a^ lc! ^ egua- 
le all' unità ; ma, a vero dire , non fi porta con ciò alcuno 
{concerto nelle tavole logaritmiche. Fatta che fia comune a tut- 
ti i logaritmi quella fuppofizione , fi camberanno tutti nella 
ragione flelTa, o, che è lo llciTo , le variazioni faranno relati- 
vamente tutte eguali. Se fi aggiungano a tutte le caratteriftiche 
de* logaritmi n unità , fi multiplicano i numeri cornfpondenti 
per (io)" , ma , e quelli , e quegli mantengono fempre la fteiTa 
T agione tra fe , che avevan prima. In una parola, l'artificio 
prefentc fi riduce al compendio terzo del num. 119., ed equi- 
vale all' ufo delle tavole , che incominciano non dal zero , ma 
da (io)" . 

114. Ciò fuppofio: Sia (10)" il logaritmo dell'unità, e fia 
L la lettera , che indica il logaritmo ideale d'un numero qua- 
lunque A; fi difegni, come prima, per / il logaritmo comune 
del medefimo A, e per «7 la mantilTa di A.^ 
Si avrà L A = (io)* •+> IA 
quindi LA m =z (10)" -4- l A" = (10)" -h mi A 

; LA"zz (10)" lA m z=. (io)" -r — IÀ. 

m 

125. E' 
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i2j. E* evidente: i.o Che per avere il logaritmo ideale di 
qualunque numero A , e di qualunque Tua potenza , o radice, 
di cui fia dato il logaritmo comune , bada aggiungere (io)* al 
dato logaritmo comune del medefimo, o, che è lo ftcflb, baila 
foflituire nelle precedenti tre formole ecumeniche ii valore di IA, 

mi A, — IA*. 
m 

a.o Che per avere il logaritmo comune di un numero jf, e di 
qualunque fua potenza , o radice , di cui fia dato il logaritmo 
ideale, balla fottrarre (io)" dal dato logaritmo ideale, oflia tra- 
fporre nelle precedenti tre formole ecumeniche il termine 

t 

(io)*, e fofiituirvi il valore di LA, LA m } LA!*. 

116. Nei calcoli ordinari della trigonometrìa, e dall' auto- 
nomìa, è fiifficiente il fupporre ftSSI. Si dinoti adunque con 
/' il complemento aritmetico d'un dato logaritmo comune, cioè la dif- 
ferenza del dato logaritmo da 10 , e facendo nelle predette formole 
le foftituzioni di /y4,prcfo dagli articoli precedenti, fi avrà 
Per la prima Formola Ecumenica 

LA — (io)" IA 

I. Se A è un numero intero di r figure, 

farà L A =z g -h r -r- q A 

II. Se A è una frazione decimale ; chiamando D le figure 

figniflcative del medefimo, prefe per intere, ed r il numero 
totale delle figure tra zeri, ed interi, che vengono dopo la 
virgola ; 

farà LA = (10 — r) IO . 

n 

III. Se A è una frazione pr , comunque B , o C , o amendue 

fiano numeri interi, o decimali; 
farà LA = IB ~- VC 

R IV. Se 



no 

IV. Se A è una frazione , comunque C fu intero , o deci- 
male ; 

farà L4z= ?C 

Per la feconda Forinola Ecumenica 
LA m — (io)" + mi A 

V. Se Ab un numero intero di r figure; 

farà L/T-=z io 4- m (r — j) — «/j^ 

VI. Se il è una frazione decimale di t ligure dopo la virgola > 
contando anche le lignificarne £>; 

farà LA m z=: 10 — wr + iw/D 

VII. Se A è una frazione^-, comunque B , o C, o amendue 

fiano numeri interi , o decimali ; 

farà LA m =z 10 (1 — m) + » (/B-W'C) 

Vili. Se i< è una frazione , comunque C fia intero, o deci- 
male ; 

farà LA m z= 10 (1 — m) 4- 1» /' C 

Per la terza Formola Ecumenica 
■ 

LA m = (io)" ~ / A 

Tri 

Bafla foflituirc nelle quattro formole dedotte dalla feconda Ecu- 
menica il numero — invece di m. 

m 

127. Colla trafpofizione del num. 125. fi può avere il nu- 
mero, die corrifponde ad un logaritmo ideale; ma v'ha per ciò 
un'altra flrada r-iù corta, e più femplice. Si trovino fui fine 
delle tavole le figure corrifpondenti alla mantifla del dato Ioga, 
ritmo ideale , e chiamando * la caratteriftica del medefimo Io- 
ga- 
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£tTÌtmo;i> Se /ss 9, tutte le figure trovate fi mettano imme- 
diatamente dopo la virgola decimale. 

Sc/>o, fi inetta la virgola decimale dopo # — 9 figure 
prefe da finiflra verfo la deflra • 

3.0 Se f<o, fi metta dopo la virgola , ed alla (ìniftra delle 
figure trovate, un numero 9 — f di zeri. Tutto e evidente dall' 
cflere nel primo cafo 9 — jó r= — 1 , che per il num. 103. ci fa 
fiporre fubito dopo la virgola le figure corrifpondenti alla man- 
t j lì a del logaritmo , che ha — 1 per caratteriftica « 

128. Il frequente ufo delle precedenti formole fuggerirà ne* 
cafi particolari certi compendi , che ir.finita , e noj >fa cofa fareb- 
be il riferirgli qui minutamente. Ne accenno due foli. 

l.° Se nel cercare il logaritmo ideale di p , quando 23 , e C 

fono frazioni decimali, fi ufi la formola III. , fi dovranno fare 
tre filtrazioni; fi avrà con compendio di calcolo il logaritmo 
cercato , fe fi fottr?^a il LC da LB t aggiungendo fe fa bifo- 
gno tante diecine alla caratteriftica di LB y quante fe ne richieg- 
gono per potervi, dopo la fottrazione delle altre figure , lòttrarre 
ancora la caratteriftica di LC dalla caratteriftica di LB, 

3 

2.* Trovandofi facilmente col meroJo precedente il Z,-, quan- 
do fiar.ó 23, C numeri decimali , la formola VII., per avere il 
logaritmo ideale della potenza m di — fi riduce a fottrarre da 

wi-r, o dalla fua caratteriftica, il numero jo(w— 1), e con- 
feguentemente per avere il logaritmo ideale della radice m di 

/ * ...» 

B ' B 

, bafta aggio ingcre a L- , o alla fua caratteriftica , il numero 

10(^—1), e dividere" per m tutta la fomma. 

R 2 129. Par- 
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no. Parmi, che coi cinque articoli , ne» quali è fiiddivifo 
il prefente capo refti dedotta, non fenza qualche particolare ele- 
ganza , da' fuoi più fodi, e più univerfali principi tutta la teorìa 
de* logaritmi : Principalmente in qucff ultimo articolo mi fono 
•fludiato di tratrarc ampiamente la teorìa de* logaritmi negativi. 
Erta è fiata introdotta da pochi anni in qua, ma nefluno, ch'io 
fappia, s'è finora prefa la pena di ridurla a metodo , ed a for- 
inole facili O all' ufo. Unicamente ho letto fu quefta materia 
il Sig. De La Lande , che al libro ventefimo quarto della fua 
Aflronomìa , (tende la pura pratica di quello calcolo per le fra- 
zioni decimali; c l'Abbate La Caillc , che al num. 344... ec. 
de* fuoi Elementi d'algebra infegna l'ufo delle tavole logaritmi- 
che formate full* ipotefi di li = 10 per le frazioni volgari, e de- 
cimali . li. 



(•) La Teoria de' logaritmi negativi 4 una parte delle Matematiche Elementari la pià 
intereJJ'ame per tutti i Calcolatori ; converrebbe però K à\ co iodica ai) che fi rendefe 
pià p,ana, ed addottala alla pranca , /piandola, per quanto fi può , da quel 
ferio/o , e tir alcuni a/pr« c^redo delle formale algtbraube . lo veramente mi fono 
fermato folranto a fviluppate i principi generali fui quaii efla s'appoggi* , ed « 
dedLrne le formole attratte per turro il calcolo: Ciò foJo parava l'uniformità del 
mttedo , che ree na io tutta quella , qualunque fiali , operetta : Lo Volgere t fatta- 
mente tutte le formole in teoremi , ed il fare cene particolari rifìe/Tìoni efemplifi- 
cate con efempj a fallimento di quelle d.ffi.oltà, che s'incontrano nella loro ap- 
plicazione, l'ho lalciato qui , t dappertut.o aiuole, all' i.:du«ria , ed al privato 
ftudio del leggitore. Come però fono convinto della ncctffi à di far beoe a tutti 
comprendere il calcolo de* logaritmi negativi , mi fono determinato ad inferire alfine 
del fecondo mio libro una M;moria , ultimamente comporta, ed ancora inedita fu 
quefla materia , del P. Rogeiero Bofcovicb. Qitllé lu r plirà abbondevolmente a. tutto; 
abbraccia efia , e la tedia , e la pratica , di moda, che pud ornmettere l'una eh! 
folamcnte dilettili dell* altri , e chi fi compiaccia d'amendue le potrà vedere In un 
fol punto di villa unite, ed illuftrate. TraH* altre fue belle riflelioni, prende il 
P. B. ad efamiuare un cafo da me indicato {blamente , perche con qualche calcolo 
riducibile agli altri, cioè quando ot fi. una tale frazione Kgp-^, che abbia 
uno, o pià fattori decimali in uuo, 0 in amendue de' fuoi termini. 
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LIBRO SECONDO. 

Formazione , e Sommazione delle Serie . 



CAPO PRIMO. 
Scric , che nafeono dalle potenze , c dalle radici algebriche . 

Proprietà delle potenze d'un binomio. 

i. I chiama Serie , come è noto , dagli Analifti qua- 

^l&v Junque moltitudine, ammalio, unione di quantità, 
fc che le une alle altre fuccedanfì con un cert' ordi- 

ne , e con una cortame legge comune a tutti ; e 
la parte più intereflante nella teorìa delle ferie è di trovare i 
termini generali delle ferie propofte , e date le ferie , o i loro 
termini generali , trovare la fomma generale delle meJefime . 
Per andare con ordine in quella trattazione , efporrò nel pre- 
dente capo, e nel feguente, diverfe ferie , che naturalmente fi 
fvolgono , e nafeono dal calcolo delle quantità algebraiche , e 
nel capo terzo , dopo d'avere dipinte in eia (fi , ed efpreffe gene- 
ralmente diverfe ferie , fpiegherò il metodo per trovare la loro 
fomma, ed il loro termine generale. 

2. Le ferie , che nafeono dalle potenze algebraiche d' u a 
binomio vogliono eflTere le prime a confiderai (1 : tutte racchiu* 
donfi fotto la forma (4 + i) w 1 : Contempliamo perciò nella 

tavola feconda le potenze prima, feconda, terza di a -+■ b , 

i.o La più alta potenza di a , ha per efponente l'efponentc del- 
la potenza di 4-r-£, e tìa folamente nel primo termine di eia- 
Cruna potenza , andando fempre fminuendo d'un' unità negli 

altri 



altri , fìno all' ultimo fermine , nel quale non fi trova potenza 

alcuna di a, ovvero fi trova a* . 

2.0 La feconda parte b del binomio a+>b non fi vede nel pri- 
mo termine, o più veramente, vi fi trova coli' efponente zero, 
è di una dimeninone nel fecondo termine , e da quello agli al- 
tri termini crefcono fempre d'un* unità gli efponenti delle fue 
potenze , fino all' ultimo, in cui egli ha la fua potenza maxi- 
ma d'efponente eguale aJI* efponente della potenza, 
g.° (Jiilndi in ciafeuna potenza di a + b gli efponenti della pri- 
ma parte a formano una progreflìone aritmetica decrefeente col- 
la differenza cofltntc editale all' unità , e gli efponenti di b for- 
mano la ftefla progrelììone , ma rovefeiata , cioè difpofìa con 
ordine contrario. Timo t'intenda andando da finiftrè "verfo U 
Jeflra. 

4. 0 In ciafeun termine le dimenfioni , o gli efponenti delle po- 
tenze di a , e di b prefe infieme fono tante , quante fono le 
unità nell' efponente della potenza, e quindi tutti i termini del- 
le particolari potenze di «4-4 fono omogenei. 
5^° Ciafeuna potenza del binomio è formata da fanti termini 
più uno, quante fono le unità nell' efponente del grado; la fe- 
conda potenza ha tre termini, la terza quattro ce. 

d.° In qualunque potenza di *-4*J il numero de' termini , ne» 
quali fi trova b i è eguale al numero de' termini , ne' quali fi 
trova Va y e quello numero è eguale all' efponente della po- 
tenza . 

7.0 L'ultimo termine di qualunque potenza , cioè V* è eguale 
al coefficiente mb, che ha l'altra parte * del binomio nel fe- 
condo termine «iella potenza medefima , ma divifo per m , ed 

alzato alla potenza m; b* ss (1?) 

. . . ec. 8.0 I} a 



Digitized by Google 



l.o Da ciafeuna formola delle potenze di a + b , fi deducono le 
parti componenti di ciafeuna potenza d'un binomio. Il quadra- 
to , o la feconda potenza d'un binomio qualunque è comporto 
dai quadrati delle parti , e da due prodotti della prima parte 
nella feconda ; il cubo, o la terza potenza d'un binomio qua- 
lunque è comporto da' cubi delle parti , da' tre prodotti del qua- 
drato della prima parte nella feconda , e da' tre prodotti del 

a 

quadrato della feconda nella prima. La quarta potenza... ec. 

3. Meritano una particolare rifleffione i cornicienti nume- 
rici de* termini di ciafeuna potenza. j.° In ciafeuna potenza di 
*t-J i coefficienti numerici de* termini egualmente lontani da- 
gli eftremi fono eguali. Nella quinta potenza di a + b il coeffi- 
ciente 5 del fecondo termine è eguale al coefficiente 6* del pe- 
nultimo; il ... ec 

2.0 I coefficienti numerici di ciafeuna potenza, crefeono di ter- 
tnine in termine , quindi con ordine contrario dccrcfcono fino 
all' ultimo . : 

3. 0 Quindi per le potenze d'efponcnte impari , balìa trovare i 
coefficienti della metà del numero de' termini, per avere i coef- 
ficienti degli altri termini: per le potenze d'efponenti pari... ec. 
4. 0 I coefficienti de' primi termini delle potenze di 4-r£ forma- 
no una ferie paralella d'unità : i cofficienri de' fecondi termini 
formano la ferie de' numeri naturali : i coefficienti degli altri 
termini formano diverfe ferie di numeri , che tutte nafcono dal- 
la fomma continua de* termini della ferie precedente. 
5. 0 Se l'efponente della prima parte a d'un termine qualunque 
jfimo ^ multipliciii per il coefficiente numerico del medefimo ter- 
mine ri* m0 > ed il prodotto fi divida per il numero de' termini pre- 
cedenti inclufi vomente il termine n rw , il quoto farà eguale al 
cofficiente del termine, che fegue,cioè del termine 1 ) </7 **. 

4. Soggiungo due altri metodi per trovare i cofficienti dì 
ciafeun termine per le formolc delle potenze di a-rb. 

Pri- 



Primo metodo i . i . . • coefficienti della prima potenza 

i . i 

i . 2 . i coefficienti della feconda potenza 

I . 1 . T 

1.3.3. i •• coefficienti della terza potenza 
1.4. 6. 4.1 coefficienti della quarta potenza 

■ ■ » # • a CC» 

Secondo metodo più femplice. Si alzi alla potenza m il bino- 
mio 1 -f- 1 ; i termini di quefta potenza faranno i coefficienti 
della potenza m del binomio a + b. 

(1 -T- i)' = 1 -T- 2 -h 1 coefficienti di (a 4- b) % 

+ 1 + 3+3^1 coefficienti di + 

» • • • • ec. * 
5. Qui: fì e cor federazioni fulle potenze del binomio a<r>h 
hanno grandiiTimo ufo nell' Analifi delle equazioni: ne accenno 
due foli. i.° Ci fono molte equazioni, nelle quali uno de' mem- 
bri può divenire una potenza perfetta d'una quantità co no fc iu- 
ta , coli' aggiungere all' equazione mede/ima , o col fottrarne 
un' altra conofeiuta quantità: Se fi fottrag^a h l dai membri dell' 
equazione x l — 3 £ x* 4- 3 x = e* , fi ha x l — 3 i x* 3 x — 
i' = f' — i' , io cui il primo membro è un cubo perfetto di 
x — b; aggiungendo a ai membri dell'equazione x* — tax 
sr b c , fi ha x 1 — 2 a x 4- * = b c -j- a* . . . ce. 
2.° Rendendo con qucfl* artifìcio potenza perfetta di qualche 
quantità uno de' membri dell' equazione , fi viene ad avere il 
v alorc dell' incognita con una femplice effrazione di radici. Per 
le equazioni di fecondo grado della forma x* — px — 7 = 0, 
farà x' — p x SS $ , ed aggiungendo il quadrato della metà del 

coefficiente del fecondo termine />x, cioè aggiungendo — p* , 

fi ha 
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fi ha * — px-r.ip 1 =?-t-4-P* ; donde eitraendo U radice' 
4 4 

feconda, fi ha x=-^/> ±_^/ f H-^ p" , come al num.94 dell' 
introduzione . 

Per le equazioni di grado quarto della forma x* —px — q * — 
fSOj farà x 1 — /> x* =rjx-rr, ed aggiungendo zx H- \ 

fi avrà x 4 - (p — «) V-hfe^-=s** m + j«-hr-H 

v 4 . 1» 

fct^L aSiB ( <P > ^i*4,il4.fe±£>). Confiderando il pri- 
4 * * 4* 

mo membro di queft* equazione , fi vede fubko , che eflb è un* 

quadrato perfetto ; il fecondo membro dell' equazione mede- 

fima farebbe pure un quadrato multiplicato per z , fe fofle 



4*' 



ssl + fcfc^l, cioè fe fofle ^=r+<£±£-, otta fe fotte, 
t'-ript 1 + p , t-j'=:o; foftituendo adunque in A il valore 

di * prefo da quella equazione, ed eftraendo le radici, fi avrà 
trafponendo , x* + x VT = o ; che , coli' ambiguità de" 

fegni, e l'x* ,efprime tutte e quattro le radici della data equa- 
zione . 

6. Ma per tornare al noflro propofito ; per il num. 2. fi 
hanno per ordine tutte le potenze di ciafeuna parte a , b del 
binomio a-+b; per il num. 3. fi trovano i coefficienti di cia- 
fcun termine delle potenze medefime ; per avere adunque qua- 

S lun- 



lunque potenza del binomio #4-£, non farà bifogno , che di 
unire acconciamene infieme quefli coefficienti, e quelle potenze 
delle parti a,b. Così i coefficienti della quarta potenza d'un 
binomio fono 1 . 4 . 6 . 4 . 1 ; le poterne della prima parte a fono 
a* . a 1 . a* . a' • a ; le potenze della feconda parte h fono *° . 
a' . a* . b* . a 4 ; fi dispongano queflc tre ferie , come nella figu- 
ra feguente, e multiplicando feparatamente tutto ciò, che fi tro- 
va nella ilefla colonna verticale 

» 4 * 4 1 

Sarà (4 + J) 4 = «;» rrr 4' / * * + 4 * + ** 

r !j - v. J > | ( . ; .*.' ■/ ."t 0**1 

7. Se fi potefle generalmente efprirnere per qualunque gra- 
do di potenze ciafeuna di quelle tre ferie ; la multipiicazione de*' 
termini di quelle ferie, fatta come nell' efempio precedente,ci da- 
rebbe una efpreftione generale di tutte le potenze d'un bino- 
mio , c ciò baderebbe per ifvolgere in ferie le quantità della 
forma (<* -r è) m ~~" . Proviamoci a farlo* 

■ 

Evoluzione in ferie delle potenze d'un binomio, 

fL Ola P la prima parte del dato binomio , e §1 la feconda; 
^5 f arà P-r^la generale cfpreffione del medefimo; fia in 
oltre m — 1 l'efponente della potenza cercata . 
1.0 L'efponente del primo termine di qualunque potenza Segua- 
le all' efponeute della potenza cercata > il primo termine adun- 
que di qualunque potenza m— 1 di P-i-Q, farà P m ~" ; e ficco» 
me gir efponenti della prima parte P vanno feemando d'un* uni. 
tià negli altri termini , la ferie delle potenze di P farà general- 
mente 

e. • c • tr % t • e 4 « « 1 ec» 

2.0 La 
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s.° La fecondi parte $, ha l' e i "ponente zero nel primo termine, 
l'efponente I nel fecondo, il 2 nel terzo... ec. , cioè la ferie 
4ellc potenze della feconda parte §1 farà generalmente 

J.o Si multiplichi rcfponente »»— 1 della prima parte P , che 
(la nel primo termine , per il coefficiente 1 del primo termine 
medefimo , e fi divida il prodotto per il numero de' termini, 

• * * 

che precedono il fecondo ; fi avrà — - — per coefficiente del fe- 

condo termine; Multiplicando w— 2 efponente di P, che ita 

nel fecondo termine per *~» coefficiente del fecondo termine, 

1 ; 

fi ha w ~' ' ; e dividendo quello prodotto per 2 , numero 



1 



de' termini , che precedono il terzo , fi ha ~j * ' a 2 per 

^efficiente del terzo tcrm'me ; e colla flefla le^e fi troverà ge- 
neralmente la ferie de' coefficienti 



I 



. m—\ . 1 . w — 2 1»— i.w—2. 3 
» ^1 » — 1 . 2 ' 1 . 2 . 3 



4.0 Difponendo ouefte tre ferie cóme nel num. precedente, fi 
avsè 

• • ec» 



$? < < «■ 



I m — 1 . — 2 „ 

■ • • • • Cv. 

j 1 • » 



(P+ST- = p— V^f- 1 p"- ^TTT^ ***** 

Quefta formola con poche foftituzioni fi riduce alla celebre for- 
mala Newtoniana del binomio . 

S 2 Evo- 
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Evoluitone itile potenze d'un infinitinomh . 

g. /^\Ualunque quantità polinomia fi può feparare in due 
parti, una delle quali fi chiami P, e l'altra §L: quin- 
^^di colla precedente formola fi può elevare a qualun- 
que potenza m — i qualunque quantità polinomia ; l'efperienzà 
però moftra quanto fiano nojofe le frequenti foftituzioni , che fi 
devono perciò fare nella predetta formola, di quantità alle vol- 
te affai complefltf. Tentiamo adunque , colla feorta di Ellero, di 
renderla più commoda del pari , che universale anche per le quan- 
tità infinitinomie (*)• 

Si oflervi : M Che P -i- £ è eguale aF(i+è); cioè (P-t-S.) 

. vr . ' ; . s t ' 1 " * * " . I ;: 

s= P*"" 1 (i -t- » alzando adunque alla potenza m — i il 

fecondo fattore i -h^, e multiplicando ciafeuno de* fuoi termini 
per , fi avrà la potenza m — i di P«f£. 

l.° Per 



(•) Il P. Ruggiero Giufeppe Bofeovich ha pubblicato nel giornale de* letterari di Roma 
•11' astio «717. hd altro eleganiiflìmo metodo , per alzare on tnfiaitinomio i^tt> 
lunque potenza , e od ij«f. vi ha aggiunto un mfmonj di»iù io due parti , che 
contiene varie imporranti rifleflìoii fui metodo medefin). Uno di' Angolari pregi 
di rjueflo metodo fi è, che fa trovare immediatameote da fé» e con (brama facilità 

, qualunque termine della potenza cercata fenza avere ricorfj ai termini precedenti ; 
con ciò egli fchhra le frequenti diverte foftituzioni , Tempre neceftarie negli alili 
metodi, e fempre mohftt al calcolatore . Noi ci filmo feiviti in quefto facondo 
libro del metodo d'Eulero per elfere pia uniformi nello feri vere , e più coerenti a 
tutra la prtfentc dottrina della eduzione delle ferie } ma filmiamo di non dovere 
privare il pubblico del piacere, e del profitto , che poflbno trarre gli Studiofi delle 
Matematiche , dalla lettura d'una memoria ancora in- dita del citato P. B , in cui 
ha egli refa la di moft razione del Tuo merodo , e più diretta , ed incomparabilmente 
pii fernplicc, che nelle altre due. CL eili memoria fi troverà al fioe del libro. . 



2.0 Per aliare i+| alla potenza «i — 1 3 è evidente , che ft 



ùrà®=zax, fcrà pure (1 4-f (1 +f *)«- , = x^S= 

*x*EHLl^Ejv «'^^ELZEL^El^ v +...ec. 
• 1 ■ • . * 1.1.3 

Sefzxax + ix* , farà (1 -f s= (l 4- f> * -f- * * , ))"~\ 



i«— 1 



w — 1 



1 



- .1 



1 ''"T* (l^/^^)^.,, ec. 

i . 2i.«» r .„.' — . , • 

Se... ec. 

10. Suppofte quelle tofe; li Si rapprefenti indeterminata- 
mente la potenza m^i di 1 j| colla ferie i+^^B* 1 r 



-i- C * ? v? h+fj X"*"" 1 Hr L «aP^ 4- -t- -Nx* ; 

refta a trovarli il valore di jf, B, C, £>... ec. 
2.0 Col metodo efpofto nella introduzione , fi formino le po- 
tenze particolari indicate nel mira» precedènte, e per cipfeuna 

fuppofizione dei ?aloré fù ordini per x la potenza (1 +ff~*s 

rapprefentandofi colla ferie, precedente ciafeuna ferie di fi -+B\~ X 

ù potranno fupporrc eguali tra fc i termini confondenti di 
■i' amen- 



, »> — I 



1.2 1.2.3 



-"zzi, c=3 5Ln2,B >= l 1^.4^. 



» 4 - 



Di più fi ha Ci + ax+bx^\=t+2^à» j 



T — 



1.2 
4. 



» 3 3 



Finalmente fTha per l'ultima fuppofiiidne 



1 



w— 1 .m — a 



j . 2 

2 c f *» 



•f* ... ce. 
ed 
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- » 

3 i i 

• ■ 

n n m 

li. Quindi fi ha generalmente per l' infini tino mio 

-fr-fl*' tC»' + ec^ ed 

- m— i 

... : : . , 

4 4 4 4 

5 j 5 j y 

• • • • ce» 

12. E' facilifluno l'ufo di quefta forraola per la formazione 
delle potenze. Si riduca la quantità data ad avere l'unità per 
primo termine» come s'è fatto al rum. o. ; fi paragonino ì coef- 
ìk lenti della lettera x, che diftin^ue i termini nella quantità- 
data 
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data coi coefficienti della forinola i4-4* + ijf' . ..'CC.*-(i fofU* 

» j ^ 

tuifca nelle forraole di if , £ , C . . . . U valore di w , e di « , 

i , e . . . ec. * - , 

I2> Nella formola mede fi ma lì noti : I.?. Che il coefficiente 
N viene determinato dai coefficienti di tanti termini della quan- 
tità data, quante fonolè lèttere <t , £ ,„c . . .'. delle quali è com- 
porto § ; fatto § = ax y YN è detcrminato dal precedente ter- 
? r tf - , 

mine M; fatto ^=ax + bx % , i'Jf è determinato da due prece- 

• ■ ' »... I ..-.•.! " 

denti termini L, M. 

2.° Che le particolari* forraole di A, 3, C> D, £..; .ec. , fi poC» 
fono continuare all' infinito; E' chiara la legge, che vi regna: 
Nella colonna de' primi termini l'i». è fminuito fìicceflìvamente 
di 1.2.3.4....», cioè de' numeri delia ferie naturale; il divi- 
fore di m — n è fempre n; le lettere piccole nella prima colon- 
na fono tutte a , nella feconda fono fempre b , nella terza e ; . . • 
coli' ordine alfabetico, ed in ciafeuna colonna -il primo termine^ 
è fenza lettere majufcole , il fecondo contiene YA t il terzo B, 
il quarto C... parimenti coli* ordine alfabetico. 

14. Si noti finalmetite, come di paflaggio, che la ferie de'' 

£oefficienti iEH ; «HL^HI ; ?EL£EL£EJ.... «. 

1 1.2 1.2.3, 

fciqglie compiutamente il problema , tanto ufato nell' algebra , 
dfclle combinazioni. Data qualunque moltitudine 1 di let-" 
tere a; b; c; J... ec. trovare quanti divertì prodotti di due, 

di tre, di quattro lettere fi pòfTono formare. E' evidente, 

che facendo il prodotto di ciafeuna lettera io ciafeuna delle al- 
tre ciafeuna lettera entra ne' prodotti un egual numero di voi-' 
te e che dovendoli ciafeuna lettera multiplicare per ciafeuna 
delle altre, e non per fe ftelfa , ciafeuna lettera entra ne' pro- 
dotti 
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iotti un numero di volte w — i; ni ogni prodotto verrà due 
folte, giacché f»ys=pKfC=^x/>; quindi i prodotti delle lettere, 

ne* fuoi diverfi binari faranno r "~ l ' m — 2 . 

1.2» 

Così pure per avere i ternari è neceflario multiplicare ogni bi- 
nario per tutte le altre lettere toltene le lue due , e verrà tre 
volte Io fteflb prodotto , quando per qualunque delle Tue tre let- 
tere ù multiplicherà il refiduo Tuo binario, onde il numero de' 

prodotti a tre a tre , farà • w ~ 2 - m ~-3 . 

I • x • j 

fimilmente il numero de' prodotti a quattro a quattro, farà 

tr , , m -. z .„, ^ . m ~l, e cosi nelle altre combinazioni. 

* • *. • 3 • -4 
Onde il coefficiente del termine n+ i nella formola del bino- 
mio efprimerà il numero de* prodotti , o delle combinazioni 
d'un numero qualunque di lettere prefe » ad n. 



Evoluzioni delle quantità radicali. 

15* r TnOrniamo alle propolìe formole. Non fervon effe fola- 
X mente a (volgere in ferie le quantità finite, o infini- 
tinomie della forma (a-t-b)*^ 1 , oppure (i + ax 
-r ex* .. . ec.) w ~" > anche le quantità radicali fi fottopon- 
gono facilmente alle formole medefime , eflendofi dimoltrato 

adi* introduzione, che p/UTsz/ ; Si faccia w-i — L , e 

fi divida a in due parti non vi farà maggiore difficoltà 

nell' eftrarre le radici, the nel formare le potenze. Rcfta a di- 
moftrarfi , che le formole abbian luogo , qualunque fia il nu- 
mero ra— I . 

T S'è 
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S* è già veduto il cafo , in cui m — i fia un numero intero pò. 

fitivo. Se ot— I è numera rotta pofitiva rapprefentata da — , e 
ridotto a minimi termini; Si alzi, per mezzo della formala , la 
data quantità l + x alla potenza fi avrà una quantità dìfe- 

gnabiie per i+z? dunque fe quefla è eguale ad (1.4-x)' , eie* 

vando ciafcuna alla potenza s fi avrà (1 -r «V = (i-t-x) r .* ora, 
facendo il calcolo x che veramente c longhiflirao , fi trovano 
identiche quefle efpreflìoni . 

Se *»— 1 è numero intero , o rotto negativo; Si rappresati 

• •• •'.*■ 

per , e fi avrà (1 -t-x) 1 == ; Si trovi: i»« Il va* 

s * 

cu-*? 

r 

lore di (H-x) ' > fupponendo a ciò buona la forinola delle 
potenze; fi avrà i-ì-jc. 

*_ 

2.0 Si trovi colla medefima formola il valore dì (i-f-x)*; 

r 

Softituendo quefto valore di (i-hx)' al denominatore di 



- — , dovrebbe elfcre ì—=:n-r; — — — = (1 •*.*.)', 



ed (r-*-x)' (i4-z) r sii come pure farà vedere il calcolo. 

16. Applichiamo la formola ad un efempio. Si cerchi la 

radice feconda di a 2 a b 4- »' ; Si avrà ^/ a' ^24^^ 



ti»» 
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i • 

x.° w— 1 = 4- 3.° P = * 

t — - - 

PPf— 2 = 1 4 



* ce. « - • ce. 



1. . 



t t 



« 



* » ce» * « • ce. 



Multiplicando i termini corrifpondentì , fi ha 
.f-t-f-f— CC 

Sembra a prima giunta , che quella ferie non efprlma il ver© 
valore della radice cercata , che, come a tutti è noto, dovrebbe 
eflère *-r-b; ma, facendovi un po di rifleffionc , fi vede mani- 
feftamcnte l'identità di quelle due efprefTioni . Nella propofta fe- 
rie ì termini , che vengon dopo i primi due, fi «lidono vicen- 

b* b* 
-dcvolmente.il termine— , viene elifo dal feguente ^- , e cosi 

24 la ■ 

nel retto; onde la ferie fi riduce ad a + b. 

17. Si noti; 1.0 Che ciocché s'è detto della prima formola 
delle potenze , vale ancora per l'altra più generale delle quanti- 
tà infinitinoraic» 

T 1 2.° Che 
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2. ° Che le Tene dedotte da quefle formole fono ferie finite 
quando m — 1 è un numero intero pofìtivo . 

3. ° Che negli altri cafi fi hanno Tempre ferie prodotte all' in- 
finito , o almeno folto una forma di termini infiniti . 

Altro metodo per P Evoluzione de* radicali. 

18. Qla A la data quantità radicale di grado 1»— 1 ; C la 
3 fua radice proflima ; E la parte fconofcinta T che .fi do- 
vrebbe aggiungere a C per avere la radice efatta. 



Sarà A=z(C + E) 1 "— = C»-> + 1ZL± e™— 

1 '1.2 

c * J £ * 4-. . . . ec» ; trafeurando tutti i tèrmini , che contengo» 

no E alzato ad una potenza maggiore di E % , fi avrà 

A ss C**— 4- 2ZJ C*— ' E + >™~* £ , . 

' -, ■ I. ». 2-. 1 - 



D'onde Z^C^E+£^Jj^Z*C»*-i E * - - * — » — » 

1 1.2 — *• "*"" * 



Si divida quell'ultima equazione, i.« per £"^7 



■ 



2. Per m- , C^ "^ *Bt fi avrà dalla prim. 

divifionc — — rm —\ maggiore di E della pic*oliffima fra- 



zione — — ; e dalla feconda fi 

avrà E = B _ — ; e fofiituendo al 

m—J.Cr n C*^£ 

1*2 

deno- 
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denominatore del fecondo membro il primo Valore di E ; fi avrà 



E = m — • I . C 4- 



' — i .w— 2 



2 . m — ì 

B 



m — 2 ■ B ? 

^-i.C— 4- 2C 

€ multiplicando per C i termini di quefta frazione , fi ha 

Ez= i da aggiungere a C 

^,^2-2 ^ 

2 

» 

Tre *//re /òrawfc per la Evoluzione de' radicali* 

x ; 

19. Ql divida la feconda equazione del num. precedente per 
15 il coefficiente di £' , fi compifea il quadrato (oura. 5.), 
e fi fciolga l'equazione , che ne ritolta ; fi avrà 

2B 



m * m — 1 . 



m-2.C w -^ 



ed b=-^c± f/r—e — * - 

w_ 2 / (w— 1) »— 1.* — a C^'i 



■D 

e facendo - = D, farà 



w — 1 



C + f / — : r » n ir- . 

20. Si aggiunga C all' ultima equazione del num. preceden- 



te, fi avrà C^Ezz^Zlc + ;/ — ±— c « -r-- 2 -^- . 

21. Di. 
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ir. Dividendo per ^—-C^Ma terza equazione del num.i8., 
fi ha C£-r- ^Ì£V=Z?; oflTia <C-*-?^=-5£) £=:£>; 

* 2 

r- 

donde £ = • D >» 

C~^-=-^£ 

2 

12. Sulle precedenti forinole fi noti in generale: i.° Che 
«fle fi applicano egualmente a numeri, che alle nuamità alge* 
braiche * 

2.° Che le formole irrazionali , cioè quelle , che contengono 
qualche parte radicale non fono buone , che pe' gradi più eleva- 
li del fecondo. 

3.0 Che le radici razionali danno una radice approflìmata mino- 
re della vera , e le irrazionali la danno maggiore ; più però 
s'accollano quelle al vero valore, che non quelle. 
4.0 Che faita una determinazione di E, fe ne può fare una fe- 
conda, una terza, e così all' infinito; bafta chiamare C la radi- 
ce già trovata per mezzo delle formole , quindi determinare un 
nuovo B....XTOSÌ fi ^correggerà l'errore, per cui neflùna delle 
formole precedenti dà la radice efatta , cioè l'avere da principio 
negligcntati i termini, in cui E ha più di due dimenfioni . 
j.o Le formole faranno tante più efatte, quanto più il C s* ac- 
•cofterà alla radice vera; Quindi ne* numeri fi prende affai volte 
per primo C il numero proni mamente maggiore della radice 
della maifima potenza. Ciò fi fa quando il numero dato è più 
Vicino ad una potenza maggiore, che ad una minore alla data; 
l'operazione moflrerà in quelli cafi le variazioni, che fi devono 
fare ne* fegni . 

£.0 Softituendo nelle precedenti formole i valori di m pcr i di* 
verfi gradi di radici, fi tenderanno facilmente delle tavole uti- 
li, 



li , a delle particolari forinole per tutti l cafi . DalU forinola 
del num. 20. fi deducono tutte le forinole propofte idall' Allego 
per l'effrazione, ed approfTimazionc delle radici. 



Ultimo metodo per la Evoluzione de 1 radicali* 

Uefto è il più femplice ad enunciarti , ed a metterli 
W in pratica. Si eftragga col metodo efpofto nell' in* 
troduzione , la radice della potenza maiT.ma , che fta 
nafeofta nella quantità data; Si continui ad operare full* ultimo 
refiduo collo Aedo metodo , unendo al calcolo delle quantità 
intere anche quello delle frazioni. 



Per h quantità^/ + »• ; predo la radice quadra.» di , 

che è a , e la ferivo accanta ad a* x* ; fottraggo il quadraci 

di 4, cioè 4*,da** + *' ; refla + *V. Divido±* E per il dop* 
pio del primo termine della radice, e trovo per fecondo termi- 



ne + rrr» Multiplico 4^— per 24 . + — , e fottraggo il pro- 

A A 

se 4 x* 

dotto + x* -K- - r dà + te ; refta Divido quello re> 

4* — 4 a» 

1 

fiduo per il doppio di a + *— , e trovo , per terzo termine della, 
radice, — — - * Continuando allo iìeflo modo 1* operazione % 

* ■ 

avrò un numero indefinito di termini , cioè una. fèrie infinita % 
che 



rmcrà il valore di ^/ + x * 



I 5 * 

* J 4 ^ ~ ~ _ , • • i • ce. 

— * / —2* 8V 



*l 

4 a' 

• . . • ce* 



24. Se la propofta quantità fofle ^/ x* + 4* ; colle fteflc 

a* a 1 a" a 9 

©aerazioni fi avrebbe x + r— r + ; : + . . . ec 

u 8x* — 16 je J , i28x 7 -* 

2$. Se a* è maggiore di x* farà più convergente la Tene 
de! num. 23. ; Se x* è maggiore di a* , farà più convergente la 
ferie del num. 24. ; Se a* è eguale ad x* , amendue le ierie fa- 
ranno paralelle . Col medefimo metodo fi ridurranno in ferie 
le radicali trinomìc, quadrinomie . . . ce. 

Applicazione de' metodi precedenti atte quantità numeriche* 

Ra tutte le fjrmole fpiegate fopra per l'evoluzione 
delle quantirà radicali , fcelgo ad applicare a' numeri 
interi qui 111 del num. 21., perchè mi fembra più 
diffcile delle altre. Con quella formo!a fi fa l'eftrazione di qua- 
lunque radice da qualunque numero per mezzo della fcrmplice 
divifione , maneggiata però cou qualche particolare artificio i 
5pic berò in prima le preparazioni nec.'Vie per ridurre qualun- 
que dato numero ad eiTere un dividendo c. race di dare co' quo- 
ti di c afeuna operazione c'a c ina f guru ài la radice , che fi cer- 
ca ; fpieghcrò io fecondo luogo quali efTere debbano i membri 

della 



«5. ^ 



Digitized by Google 



delta divifione ; in terzo luogo quale divifore , e quale minutore 
ù debba prendere in ciafeuna operazione. 

Preparazioni, i.o II numero dato A fi fepari da deftra a finiftra 
in claffi di tanue figure ciafiruna , quante fono unità nell' efpo. 
nente della radice cercata; l'ultima claiTe , cioè quella, che fta 
più a finiftra , non importa, che fia comporta d'un minor nu- 
mero di figure, del quale lo fono le altre, anche da una fola. 
2.0 Si eftragga (Tav. I.» ) dall'ultima clafle la radice vera , o 
proffimamente minore della cercata ; efla farà la prima parte, 
odia la più alta figura della radice cercata. 
3. 0 Si fottragga dall' ultima clafle del dato numero A la poten- 
za della radice trovata , d' efponente eguale all' efponente della 
'adice cercata ; fi chiami B il refiduo . 

4.0 Si premettano verfo la deftra della parte radicale trovata tan- 
ti zeri , quante fono le claflì del dato numero , una meno ; fi 
chiami C il prodotto . 

5.0 Si alzi C alla potenza d'efponente eguale all' efponente del- 
la radice cercata meno due unità , e per il prodotto di quella 
potenza multfplicata per l' efponente della radice cercata fi divi- 
da E ; il quoto farà il cercato dividendo D. 

Dz= — B . - B = i4— C*~" 

m — 1 C m ì 

Membri della divifione . Si fepari da deftra a finiftra il dividen- 
do!) , come nelle radici quadrate ; la prima clafie a finiftra meno l'ulti- 
ma figura della clafle medefima farà il primo membro della di- 
vifione : II refiduo del minutore fottratto da tutta intera quefta 
prima clafle, con la clafle, che immediatamente la fegue ver- 
fo la deftra ( meno 1' ultima figura ) farà il fecondo membro 
della divifione , e così nel refto fino a comprendere in qualche 
membro di divifione tutte le claflj del dividendo una ad una, 
come nell' ordinaria divifione • 

U Di- 



m 

Divifori . Si prenda Tempre nelP operazione feguente per divi- 
fore tutto intero il numero radicale E trovato colle precedenti 
divifioni ; il primo divifore però farà in qualunque eftrazione di 
radici la prima parte trovata nella preparazione di A. 
Minutori. Si multiplicbi il quadrato di E per l'efponente della 
radice cercata fminuito d'un' unità ; alla metà del prodotto fi 
aggiunga >1 decuplo del divifore multiplicato per £; fi avrà il 
minutore M. 

M=CE^~ 2 E t 

2 

Efempio . Si cerchi la radice quarta di 27 . 9841 ...A. La radi- 
ce quarta della prima clafle 27 è 2 ; fotrraendo (2)* da 27 , fi 
ha per reflduo 11 , che congiunto all' altra claflc da 119841 ... 
B; mettendo uu zero avanti alla prima parte radicale 2 a ra- 
gione del numero delle clafiì fi ha 20 C. La potenza 

d'efponente 4 — 2 di C è 400, che multiplicata per 4 cfponen- 
te della radice da 1600; e dividendo B peri5oo,fi ha 74,9...!). 
Dividendo la clafle 74 meno la prima figura 4, cioè dividen- 
do 7 per la trovata figura radicale 2, fi ha per quoto 3 .... £ 
e quindi C£ = 6o 



cioè M = 5o-+-~=73 , 5 



da fottrarfi dall' intera clafle 74 ; il refiduo o , 5 congiunto col- 
le altre figure o , 90 , cioè I , 4 è da trafeurarfi . 

27. Quefto refiduo da trafeurarfi , è la maggiore difficoltà , 
che s'incontri nell'applicazione a' numeìT-del la noi tra formola. 
Per quale ragione s'ha a trafeurare l'ultimo refiduo ? e fe fi 
deve trafeurare , perchè mai s'ingiunge di fare l'ultima filtra- 
zione , coli' inutile calcolo di trovare l'ultimo valore di Mi Fa 

an- 
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ancora forprefa il vedere , che cercando col noftro metodo le 
radici de' quadrati perfetti fi ha Tempre zero per refiduo , e nel- 
le altre potenze di grado più elevato, e comunque perfette , fi 
ha Tempre un refiduo maggiore del zero. Ma fi rifletta i.° alla 
natura de' minutori , che fi adoperano in ciafeuna operazione. 
Nelle radici quadrate D è rigorofamentc eguale ad M ; cioè 
Z? = Af, donde D — Afl = o; ma .nelle altre radici qualunque, 
anche di potenze perfette, D è eguale ad M, ed a qualche cofa 
di più; a cagione d'efempio: Se 10—1=4 come nel cafo no- 

ftro, farà D=(CH-Ì£)£-r-| -^7 = "+ f^' 

perciò è, che fottraendo da D il folo M , non fi fottrae t»tta 
quella quantità , che fola potrebbe rendere il refiduo eguale a 
zero. 

Si rifletta in 1.0 luogo , che il più delle volte non fi prende 

per D refatto valore di — ■ . ma un valore approflìma- 

m—iCr 

to in decimali; come nell' efempio addotto s'è prefo per D il 
numero 74, ©, quando dovrebbe cflcre 74, o^; quindi , co- 
munque il minutore fotte fempre efatto, non fi avrebbe fempre 
zero per refiduo , dovendofi perciò fottrarre l'efatto minutore 
M+Nd& un efatto D. Di fatti correggendo nel noftro efem- 
pio quefte due origini d'errore, fi avrà zero per refiduo 

*> = 74> 9j£ A*=73> 5 

C = 20 

donde D = M+N t cioè 74, 9-^ = 73, y-t-l, 4^ 

U a Qtian- 



* 
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Quanto all'ultima fott razione ; efta non è inutile come fembra 
a primo afpetto. Si fa quell'ultima filtrazione per vedere fe 
l'ultima figura radicale è maggiore del giudo: Suppongo, che 
nelle figure radicali fi mettano fèmpre i quoti maflìmi delle 
particolari divjfioni , e perciò , fe fi veda , che il minatore è 
maggiore del membro intero della di vi (Ione , fi avrà un fegno 
ficuro che la figura radicale E, che lo ha prodotto, dovrà f mi- 
mi ir fi d'un' unità, di due, di tre...., finché M non fia mag. 
giore del membro della divifione. 

28. Non va diftìmulato un notabile incomodo di quello 
metodo , comunque egli fia affai fc m pi ice , e fpedito , e perciò 
degno d'effere preferito ad ogni altro. Negli altri metodi , fc 
fi ha zero per ultimo refiduo, egli è certo, che il dato nume- 
mero è potenza peifetta di grado dato; fe fi ha un refiduo 
maggiore di zero , il numero dato è veramente una potenza 
imperfetta : Nel noflro , fuori della quadrata , fi ha in qua- 
lunque effrazione di radici qualche refiduo maggiore del zero , 
fe non fi corregge il £>, e VM con lunghi calcoli , ed il mez- 
zo più fempliee , ma pur nojofo, per vedere fe il dato numero 
è potenza perfetta, o no, è d'alzare la radice trovata alla po- 
tenza di grado dato, e fe quefla potenza A' farà eguale al dato 
numero , il dato numero farà potenza perfetta , altrimenti no . 

20. Quando A fia una potenza imperfetta : 1.0 Si fottragga 
A' da A ì e farà A — A'zzB', ed operando fopra qucfto fecon- 
do B , come s'è fatto fui primo (prendendo per C la radice tro- 
vata), fi avrà una nuova approlfimazione alla radice vera, maf- 
fime aggiungendo a B' varj zeri per figure decimali. 
2. 0 Se venga limitato il numero delle figure da averfi nella ra- 
dice approffimata , non è neceflario cercarle tutte col metodo 
efpoflo, ma folamente fino ad una figura di più della metà del 
numero determinato di figure ; per trovare poi le altre , bafta 
l'ordinaria divifione dell' ultimo refiduo colla radice trovata. Si 

cer- 
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cerchi la radice quadrata di 7, con dodici figure: Col metodo 
fpiegato fi troveranno le prime fette figure 2, 645751, coli' ul- 
timo refiduo 82299? * fi divida queft* ultimo refiduo per la ra- 
dice trovata , fino ad avere cinque figure , fi avrà per quoto 
32106, e la radice feconda di 7, farà 2, 64575131106. Quella 
è una elegante proprietà del noftro metodo . 

30. In ogni evoluzione de' radicali numerici , c' entrano 
adunque tre quantità; B , D, M. 

Per il fecondo grado... B=zA — C* 



Per il terrò grado B = A — C t 

3C 

M=(C+E)£ 
Per il quarto grado.... B=zA — C 1 

. D= B 



4C' 

M=(c-t-Ì£) E 



• . . . 



ee. 



E' facile a vederfi la legge di tutti i B,C,Af; a cagione d'efem- 
pio negli M fi dilh'nguono due parti ; la prima è tempre CE; 
e per la feconda parte conviene feparare gli M in due claffi di 
radici ; cioè le radici d'cfponcnte pari , come la feconda , la 

quarta, la feda , e le radici d'cfponcnte impari , come la 

terza . 



i 5 8 

xcrza , la quinta , la fcttirat Nelle radici della prima clafle 

la feconda parte del minutore è Tempre — E* raultiplicato per un 

termine della ferie impari 1 .3 .5.7... ec. ; Nelle radici della 
feconda clafle , la feconda parte del minutore è fempre E* mul- 
tiplicato per un termine della ferie naturale 1.2.3... ec, lc ~ 
condo l'ordine de' gradi, o degli efponenti del dato radicale. 
Badano le rifleflìoni fatte fulla forinola del num. il. per fare 
comprendere il modo d'applicare le altre formole algebraiche ai 
numeri . 

Evoluzione delle radici nelle equazioni compofìe . 

31. A Due forme, e non più , fi riducono tutte le equazio* 
ni compofte ; altre hanno la forma x m 1 = 4, e fi 
chiamano equazioni non affette d'altri termini ; altre 
hanno la forma <*x-t-Jx* -f-ex' ■+■ ec. = ^, e fi chiama- 
no equazioni affette. L'equazioni di primo genere fi fciolgono 

coli' effrazione delle radici, avendoti x = A / A; per le altre, 



oltre ai metodi efpofli nella introduzione , fe ne deduce uno af- 
fai femplice dai metodi precedenti. 

Si prenda ad arbitrio qualunque quantità C; fe quefta farà una 

radice di x, fi avrà aC^l/C^eC 1 ^ ec. =3 A; fe aC 

mif.bC* «+-... ec. farà maggiore di A t quel primo C farà maggio- 
re della radice cercata, e fe farà minore di A, quel primo C farà 
«inore della radice medefima : Nel primo cafo fi dovrà fottrar- 
re da C una quantità E, e nel fecondo fi dovrà aggiungere a C 
la quantità medefima £, e nel primo cafo farà x = C — £, nel 
fecondo farà x = C«t-£. Ci rimane adunque di trovare in amen- 
due i cafi il valore di E; cerchiamolo nel fecondo cafo , ed il 
metodo fi adatterà da fe fteflo al cafo primo. 

1.0 Se 
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1. ° SeC+E è il vero valore di x, fi avranno le Arguenti equa- 
zioni . 

I. ax r.jC -*-<»£ 
II. Jx* =AC' -f + 

III. ex* =cC* H-3tC , £n-3cC£ > 

IV. dx* r=... ec 

2. ° Trafcuraodo i termi ni , in cui E ha più di due dimenfioni, 
fi avrà 



3.0 Facendo eguale ad / il primo termine cognito , la Comma 
de* coefficienti di E eguale ad m, e la fomma de' coefficienti di 
E' eguale ad a» , fi avrà l + m E -± n E* z=i £, ed nE x 4. mE 
z=:A — / = B; dividendo queft' equazione per », ed eftraendo le 



radici , fi ha E ss — - 

3*. Si divida l'equazione nE % +mEzzB, I.« per w; 



4C + 4£ 4- *£* = 4 

rC 1 -r3cC*£-h... ec 
..ec. H- . . . ce. 




2.0 per «-*-»£, 



Si avrà, i.° £ 





7? 



; cioè ,foftituendo in quell'ultima equa- 



zione il valore di £ della prima , fi avrà £ = 



B 



, e multi- 




pli- 



f 
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plicando per m i termini di traefta frazione, farà £ = -— — — . 

m t»B 

35. Su quefti valori approffimati di E per le equazioni af- 
fette fi facciano rifleflioni fimili a quelle , che fi fono fatte fui 
valori di E per le equazioni non affette , o per l'evoluzione de* 
radicali. E' evidente inoltre , che quanto farà C più vicino al 
vero valore di x, farà più convergente il metodo: Per avere 
con facilità un valore approffimato di x da prenderti per C fino 
dalla prima operazione , efpongo il metodo per trovare i limiti 
delle radici d'un* equazione . 

Per l'equazione ** .+-/>* — f = o, farà M x % 4-/>x = -+-? 

».° ** < -r q 

1 < CVT-H»* 




cioè i limiti delle radici faranno I , e yJ^ ; il primo mag- 
giore, il fecondo minore del valor vero. Allo fte(To modo fi 

troveranno i limiti dell'equazione « — />xH~? = 0 ,/> 1 , ed i 

* . 
«miti dell' equazione ** - px- 3 = o , p+ V? , *y 

e così 
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e così nel refto per le equazioni di grado più elevato del fecon- 
do. Nell'equazione x 1 — yx — 31 =0, i limiti fono V7<> c 
5 4*Vj7» M primo minore , il fecondo maggiore di x; Onde 
per applicarvi le formole fi prenda C — 8 , e fi troverà dopo due 
periodi d'operazioni, cioè determinati da £, x = S, 6032... ce. 

34. Per non avere la noja di calcolare i radicali , e le fra- 
zioni, che in quello metodo d'approflimazione s'incontrano non 
di rado , fi fciolga ogni frazione , ed ogni radicale in numeri 
decimali, come nell' aritmetica comune. E' flato Newton il pri- 
mo , che ha introdotti i decimali nelle equazioni con impareg- 
giabile compendio, e facilità delle operazioni più intralciate. 




/ 



X 



CAPO 
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CAPO SECONDO. 
Scric, che nafcono dalle frazioni Algebraiche. 



» 4 • 



i , .- 



Primo metodo per l'evoluzione delle frazioni Algebraiche. 

• 

35. | L primo metodo per fvolgcre in ferie una frazione qua- 
lunque , è V ordinaria divifionc algebraica . Divi- 
dendo a % 'per b , fi ha per primo termine della ferie y ; fottra- 

4* — a* st- 

endo da 4* il prodotto j-x(A +x), fi ha per refiduo + —g- » 

dividendo queflo refiduo per fi ha per fecondo termine della 



ferie + —7? , e procedendo con queft' ordine , fi avrà la ferie 

V 

a — a x a x — g x* - 

a 

Se la frazione fofle ;p£7> farebbe la ferie a lei eguale 

— , — ^ — 4- — — -r ce. = 5 . 

36. Se nella ferie -4 fia x minore di coficchc j fi a una 

frazione propria , la ferie A farà convergente ; dacché b , e le po- 
tenze di b ftanno al denominatore della ferie, e fempre più ele- 
vate d'un grado, che Yx del numeratore; ciocché rende fuccef- 
fivamentc minori i termini feguenti rifpetto ai precedenti ; ciò 

fi 
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fi comprenderà meglio fe alla fèrie A fi dia la forma equivalente 

Per la ragione contraria fi proverà > che fe x<h , la ferie & 
farà divergente , maflìme fe fi riduca- alla forma 

x x x ' x x* X 

Collo fletto metodo fi potranno dedurre le ferie equivalenti alla 
data frazione, porto b = x; in querto cafo farà meglio mutare 
la forma al denominatore , per non avere delle ferie , o illufo- 
rie, o falfe. 

Secondo Metcdo . 

• 

37. Si fvolgono in ferie le frazioni algebraiche colla for- 

et 

mola delle potenze d'un binomio; E' evidente, che rr? 

SS#" (*+*)""' ; fi faccia w— i = - 1, cioè w = o,P = J, & 

= x, e fi avrà 0 " = 1 + * -j- b~~ l x* + .... ec. , e 

muttiplicando i termini di quefra ferie per a x , fi avrà la ferie A 
del mim. 3J..SÌ dica lo (retto negli altri cafi . 

38. E* evidente , che i due metodi precedenti fi applicano 
del pari alle frazioni di termini comunque compietti ; invece di 
ufare la formola del binomio, riufeirà più fpedito il calcolo per 
molte frazioni colla formola dell' infinitinomio , ma crefeerà fem- 
pre la complicazione del calcolo col crefe^re i termini delle 
quantità compiente , che fi mettano al numeratore , o al deno- 
minatore delle date frazioni . Patto a fpiegare un altro metodo 
più elegante, con cui agevolmente fi cottruiràuna tavola per le 
frazioni di- tetmini infinitinomi . 

X 2 Terrò 



Digitized by CjOOQIC 



Terzo Metodo. 

39. Sia data la frazione r-^ — » Si fupponga 7-^ — = A 

•^Bx'ìrC x % -ì-D x* .... ce, reftano a determinarli i coemeien- 

. ti A) B , C . . . ce. Multiplicando l'equazione per i + x , fi ha 

a—bA-ì-bBx~-bCx* .... ce. 

-r'cAx^rcBx k .... ec. , 

e paragonando i termini corrifpondenti ne* dae membri di que- 
fta equazione, fi ha 

hA — a 
bB H- c ^ = 0 
iC-h cB = o 
... ec. 

Dalla prima equazione fi ha Az=j-; con quello valore di A, 

e colla feconda equazione , fi ha B 33 — - , e quindi colla 

terza C= . . . ec. ; cioè con quelle equazioni di primo grado fi 
determineranno i coefficienti cercati , e dopo tre , o quattro de- 
terminazioni .fi vedrà la legge della ferie , e fi avrà 

40. Confiderando attentamente i termini di quella ferie, fi 
ha il coefficiente g. di qualunque termine, dato U coefficiente P 

del termine precedente, eflendo £=^, ed avendofi fempre A 

ciente 
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de* 

dente di qualunque termine x n è eguale a + ^TT7 ; il ' * pcr 
1*1 numero pari, il — è per Vn impari, e generalmente il cocf- 

fidente di x" è 7 (-5-) 

41. Applicando il medefimo metodo alle frazioni di deno- 
minatori trinomi; dati P, £. coefficienti di due termini, fi avrà 
il coefficiente del feguente termine , cioè 

R = - C ™~^ d F ; per i denominatori quadrinomi, farà 
0 

s= _ + C i 0 è fi ha il coefficiente S dati i coef- 

b 

Scienti de* tre termini precedenti, e facendo 

l±AjL±ii c '^ <fx? ec '=A + Bx + Cx % +Dx< 

t — gx — hx* — ix l ... ec. 

+ Px n +§Lx n +'+Rx" + t + Sx n + t .... ec. Si ha 
Az=z* 

Bz=gA-±b 
C=zgB + bA + c 
D=zC-rt,B^-iA-r-d 
E=gD + kC + iB + lA + e 
ec 

B' chiara la legge di quefta ferie : i coefficienti della prima co- 
lonna fono fempreg, della feconda £, della terza * coli' 

ordine alfabetico g , h , », /, m . . » ec. ; le lettere majufcolè ftan- 
co in ci alcuna colonna coli' ordine alfabetico A ì B , C, D . . . ec, 
e coli' ordine alfabetico fi fuccedono gli ultimi termini delle co- 
lonne a, hi c , d ... ec 

42. Se 



166 



42. Se la frazione a vette la forma l±Ìg±£*£ 

S avrà collo fieno metodo il coefficiente dei termine «Minto 
da x- nella fèrie indeterminata. 



per mzzi 

1 •» _ . » •» — f r 

— * a^rjt * 



per nf=z z 



n-t- i 



1.2 I. 2 



I . 2 » $ 





».« — t 

I. 2 






ir.»-— i 




t. 2 




» . n — I 


..-2 • 



I. 2 . j a. 2 . J 
per w=4 
ec. 

4$. E più generalmente ancora, fe fa frazione avrà la ferma 



(i — * x— i ** — c x* — . . . . e C .r + " 

cìafcun coefficiente S fi determinerà da" coemeiemf di tanti ter- 
mini precedenti, qnante fono le lettere a y b> c, d; e fi avrà 

5=— — <r*-r- — • *S.-r-« — — rfa-K ... er. 

n u n n 

44. Si »oti , che fe il primo termine del denominatore del- 
La data frazione non foflè no termine coaofciuro y come Tempre 
aitiamo fupfoflo (in <joi , colla femplice diwfiooc fi ridurrà alle 
formolc fpiegate. 

Sia, 
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M + lx + c x* ... ce. 
Sia, a cagione d'efempio, data la trazione — , 

/ X — g X — P X .. CC. 

= Z; fi avrà Z = «• • cc._ . fi dcterminat0 ^ + B x 

xtf—&x — bx % ...ce.) 



+Cx' + ec-== '-^«W-.~ . fari Z = I (4 * Bx 

f — gx — b x ... ce. 

4-Cx* ce.); E' manifcftò il modo di ridurre il denomina- 

tore ad avere per primo termine l'unità, quando prima ftafi ri- 
dotto ad avere per primo termine una quantità coftantc » 



Spezzamento delle frazioni . 



45- la 



frazione ■ . — » ed fi 

io«c ^ftf^iji tk + lx? ...ce* 

I.o Si fupponga la data frazione rapprefentata da 
A+Bx-hCx* Fx*— 1 g-ff/x-f/x'....^^' 

— - 1 ~t* • • • • vt« 

<*-Wx) r 

2.° Multiplicando la propofta equazione, e la frazione indetermi» 
nata, per il denominatore della propofta, fi ha 

4-((?-t.^xf./xI- Mx*—) (e + fx) p {k + lxY ...4-... ec. 

3.0 Ordinando il fecondo membro dell'equazione per x, e para- 
gonando i termini de* due membri, fi avranno tante equazioni, 
quante fono le lettere indeterminate A , fi . . . ec. donde fi avran* 

no 
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no i valori di A , B , C. .. . da foftituirfi nella frazione indeter- 
minata . 

Efempio . Nella frazione g( '^ (f ^g , dovendoli pel metodo 

prendere tanti termini del numeratore indeterminato , quante 
fono unità nell* efponentc di * del dato fattore , fi ha 

-l) ti -T- z.) = 7 + T=7+T^ >' * «ultiplicando l'equa- 
zioae per il prodotto de* dati fattori , fi ha 
I-r ** ~ — Az* + Bz-r-A. 
+ Bz % + Cz 
-CV 

paragonando i termini de* due membri di quell'equazione, fi ha 
A=zi 

— A 4-JB — C=i ; 
donde -4 = 1 
B=i 

46. Non è neceflario fare le multiplicazioni indicate nel 
metodo , e di ordinare per x il prodotto , come nell' efempio 
precedente. Si fuppongano eguali a zero, uno, ad uno, i deno- 
minatori dati , e ciafeuna di quelle fuppofizioni ci darà nell' 
equazione ridotta il valore d'una delle indeterminale. Nel no- 
flro efempio , fi ha 

= A ( 1 — * . 1 -r *)" + B (« . x -r *) C (z . . 

fatto 
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fatto i! primo fattore e = o, l'equazione fi riduce ad i=^. 
fatto il fecondo fattore i— z = o, fi ha « = i, e l'equ azione 
fi riduce ad I-4-I z=zA(\ — 1 . i 4- l) -r B (i . i-ri)-fC(i . i — J) 
cioè a 2 = 26, donde B=ri. 

fatto il terzo fattore i + « = o ; fi ha allo fieno modoz = — i, 
eC=-i. 

47. Dalla forma della frazione indeterminata, fi vede, che 
tutti i fattori eguali del dato denominatore devono formare ti a 
*olo fattore nelle frazioni fpezzate ; il problema altrimenti ci 
mena all' imponìbile. Sia la frazione 

1 — i c -T- } z — 4g* comunque fiano quattro i fat- 

(*-l)(Z-l)(«-2)(2Z-j)' n 

• * 

tori del denominatore , non fi poffono avere che tre frazioni 
equivalenti, ed una delle fpezzate deve avere per denominatore 

il prodotto (z— 0 («—i), cioè e— i)* ; in una parola, i de- 
nominatori delle frazioni fpezzate devono eiTcre primi tra fe . 

48. Se le radici del denominatore fono imaginarie; 1.° Sia 

— ; ; ( fi fupponc fempre m < 1 ) ' 

A + Bx C +Dx , E + F x 
— - -f- ■■ -r 5 ■+■•••• "e , c 

fia <«+/« + + ** + = + *x + + ** 

+ /x*)=:*; (* +^+^')(' +f* +gx*) = S; fecondo 

il metodo generale , x" = (/i+Bx)^+(C + D*)A + (S + Fx) 

5 + . . . ec. ; e fupponendo ( num. 46*. ) 4 + l« + e se* =5 o , farà 

/c = o, 5c=o; donde x m = + Bx)&. 

Y 2. 0 Siano 



2 7 o 

2.o Siano ài più le ridici imagi n arie di « + bx 4 e sr o, rap. 

prestate da / +/»x = o, >+f*=o; farà x=— j, ed x 

e per *=~, fi ha S> = (e +/<-!) +g(£ )) 

XU + K— -) + /< — )l t ed allo fteffb modo fi avrà un altro 
9 t ' 

valore di g, cioè £\ per l'altro valore di * s— ?.. 

t.. . fc. q 

3.0 Si avranno adunque invece di x"=(^ + Bx)^ le due fo 
guenti equazioni, 

; . * • ' . s 

cioè — + Bx)§L„„ ed ^ = — : £ + 4 3 

r r r 

- + + 

Paragonando infieme qnefti due valori di , fi avrà il valore 
di B , e foftituendo quefìo valore di B nelle due equazioni, che 
hanno da<i i due valori di d y fi avrà il valore di A. 

4.0 Ciocché s'è fatto fui fattore a + bx~hcx t , fi faccia altresì 
fti ciascuno degli altri , e collo rteflb metodo fi avranno fempre 
ì valori delle indeterminate. 

. 40. Se le radici del denominatore fono io parte reali * io 
parte imaginarie; non v'ha differenza alcuna ne' principi, e nel- 
le deduzioni del calcolo. Eulero dal compendio del num. 4^. 
deduce un «(Tai «legame teorema per rompere »e frazioni , che 
hanno per fattore de' loro denominatori una quantità della for- 
ma — q xf : badi accennarlo , la dimoflrazionc è facile . Sia 

AI 
I* 
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jf la frazione data, ed Nrz (j>^a X )*X; Catto ^=^- 
. _ k^ M-AX P_ 

Mr — , ■ ■ ■ D — 

„ s— ex 



Si fufpone , che in ed in X fi metta il valore di x cavato 

• V .».- .. .. 

tlairequarione jp—yxrro, cioè xt=^. 

jro. L'ultimo problema Cullo i pezza mento delle frazioni, è 
di /pezzati una data fazione in più altre , che fiano tante in nume- 
ro , quanti fono i fattori dilla Àata , ed abbiano ciaf cuna il numera- 
tore eguale -al numeratare della me di firn a . 

E' evidente , die ogni frazione fi può ridurre ad avere per nu- 
meratore l'unità; così j è eguale ad « multiplìcato per j>« Si 

potrà adiirrque fnpporrc , che il numeratore della data , e delle 
cercate Frazioni fia l'unità , e dopo fpezzata la frazione data , c 
ridotta in quefra forma , ballerà mettere il dato numeratore per 
numeratore delle frazioni fpczzate invece dell'unità. 

Siano «dunose date le Frazioni ~, ~ -,..ec 

* * Sarà 
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Sarà j: = „,,.' .. +-7- 



1 

X> — x O — *) -T-Jlx — y) 



xy 
I 



1 t | T 



ec. 

C/Vv ognuna ielle frazioni parziali avrà per denominatore uno de* dati 
fattori multiplicato per tutti i binomi , che fi formano , fottraenio effo 
da tutti gli altri ; ed in fatti , riducendo al comune denomina- 
tore Je equazioni precedenti, fi troverà per numeratore d'amen- 
due i membri la fletta quantità. 

52. Nel fare quella riduzione al comune denominatore, fi 
neri: i.° Che ne' denominatori del fecondo membro delle pre- 
cedenti equazioni ogni binomio viene due volte lo fletto , ma 
co' fegni contrari , eflendo , a cagione d'efèmpio , il binomio 
j — x, che (la al primo termine del fecondo membro nella pri- 
ma equazione affatto eguale al binomio x — y 1 che fla al fecon- 
do termine del membro medefimo ; quindi, riducendofi tutti, a 
due , a due , ad una fletta forma , fi feemerà per metà il loro 
numero , e però anche la fatica del calcolo ne' cali più com- 
porti . 

2. 0 Nel imitare quefli fe^ni farà bene ferbare un ordine coftari- 
, te , mettendo fempre per pofitivo. quel, fattore , . che ove fono 
ferini i fattori nella frazione data è ferino il primi, prendendo 
a cagione d'efempio nella terza equazione i foli x — y, 
x-—v,J—-z>}-* v i Z"— v - * n modo nel primo termi- 

ne d'ogni fecondo membro fi mureranno rutti i fegni de' bino- 
in;, nel fecondo ne reitera un folo non mutato, nel terzo due, 

c ncir ultimo non fe ne murerà alcuno. Quindi ballerà 

la- 



gitized by Google 



173 

hfciare all' ultimo termine il fuo fegno pofitivo , e mutarlo al- 
ternativamente ne' precedenti . 

53. Fatta colle premette due avvertenze la riduzione delle 
equazioni polle al num. 51., fi avrà 

I. per - 
x— j =— j-f x 

: 

(x — y) (x — z) (x — v) C> — *) Cr —«OC* — «0 

z=: — yzv(j — z)(y—'v)(z~-v) 

+ x a: v (x — *) (x — v) (z — 1>) 

+ xj v (x — (x — (j — t/) 

— x.y « (x — y) (x — *) (j — z) 

IV. per . . . ec. 

In ciafeuna di quefte equazioni , il primo membro è Tempre 
eguale al prodotto delle differenze di ciafeuno de' dati fattori fo- 
pra tutti i feguenti , ed ogni termine del fecondo membro è 
tempre eguale al prodotto di tutti i fattori ( toltone nel primo 

iJ primo, nel fecondo il fecondo fattore), ma multiplicato 

per tutti i binom; delle differenze de' mede fi mi , prefe coli 1 ordi- 
ne accennato. . 

54. Se fi proverà l'ugualianza de* due membri di quefte fup. 
porte equazioni , refterà dimoftrato il teorema del num. yi.i 
donde fon nati. Ora; r.° Nella Lf fi vede l'ugualianza de' due 
membri dall' identità delia efpreflìone . 

*.° Nella 
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%.° Nella II.* U calcolo è facite; vengono, colla multi plictftfl- 
nc attuale, nel primo membro otto termini, e nel fecondo fer, 
ma in quello fe ne diftruggono «lue ± * y e rimangono in 
amendue membri i medefimi lei termini , che ordinati ia modo 
che incomincino colla potenza d'ef ponente I , e con quell' ordi- 
ne , con cui Tono fcrittt nella data frazione, fono 

— xy 4- jk *** 

J. 0 Nella III.» il calcolo attuale refta molto più lungo. Nel 
primo membro eden dovi fti binomi , e fonando la moltiplica- 
zione per ogni nuovo binomio il raddoppiamento de* termini , 
fi devono avere termini (z) 5 =r 64, e nel fecondo membro por- 
tando ciafeuno de* quattro termini, dopo la fua evoluzione , fei 
nuovi termini, corni pondo n ti a' fuoì tre fattori binomj , vi fa- 
ranno in tmto termini 14. Quindi nel primo membro, perchè 
re Ai rogualianxa , ife ne devono diftruggere 40 . Si vede anche 
facilmente quali fieno quegli , che vi devono rimanere. 

55- Facciamo qualche rifleffione di più fui termini, che de. 
vono eliderfi, o reftare ne' membri dell' equazione III.». Nella 
evoluzione de* tre binomj fatta al num. precedente per l'equa- 
zione II.» fono rimetti tutti , e foli que' termini , che avevano 
]» prima potenza dì un fattore, unita colla feconda di un altro. 
Qpcfto accanerà anche qui in ogni termine del fecondo mem- 
bro , rispetto a que' tre fattori , che entrano nella compofizìone 
de' quattro fuoi termini; raultiplrcando tutti que' termini nati 
cosi per <utti que' fattori medefimi , quello , cBe era elevato alta 
feconda potenza, lo farà alla terza, l'altro che aveva la prima, 
salirà alla feconda , e vi fi troverà di nuovo quello che manca- 
va in quel termine: Per efempio , nell' ultimo termine del fe- 
condo membro deve nafeere */ e colla multiplicazione 
per xyz verrà zx , ) , ,;x'«'- Quindi anche nella evoluzione 
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«lei primo membro , per avere Pugnali* col membro fecondo, 
devono reftare lutti , e foli que' termini , che hanno tutte le 
combinazioni poflìbili del|« tre diverfe potenze di tre diverti fat- 
tori. Ora appunto ciò accade, fe fi fa l'evoluzione attuale: Per 
farla ordinatamente, fi ferivano ì binomj con quell'ordine, con 
cui fopravvengano al foprawcnire de* nuovi fattori . Gli metterò 
qui cosi ridotti , e gli con traflegnerò colla lettera A ; gli feparerò 
gli uni dagli altri con virgole , che non fignifichino interrotta 
la continuazione della muhtplicazione, ma folo inoltrino la per- 
tinenza ad un fattore di più ; fino alla prima virgola apparten- 
gono ai foli xj> fino alla feconda agli *jz , e prefi che fiano 
tutti infieme appartengono agli xyzv. 

Finalmente frollerò coli' attuale multiplicazione tutti i prodotti 
contraddiftinguendogH coi B, C, 0... ce. , t ne Aggiungerò 
dopo la fpiegaziooe. 

& 4 

(* — y> , (* — * J (j — *) , (* — fi) <j — v) (e — r) 

* 

B 

(—xy) (x) 

(x—,) x (x y + y 5 « + **) * (* ti * + c-^*> * + w *>• - «0 



<+«) 
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E 



+ * (-**) (*** ) 
<-*/> (0(-xjy*> (->0 

<0(+XJ*) > 

* (4-*/) 
F 

*;« + (-«ti) + — 

(+*«') 

<+**•> .(-**•> ■(+**•> 

(-*/) 

H 

(+z/x ? ) #(-©/x' ) * C + J»^ x' ) (— j**V J ) 
(»)(— «vx* /) Wl+^x'v) 

« (+t<x , y ) eoe— x'/ w « > 

(I)(+X*V/ ) (!)(— XZ/ ) 



(-j^xM («H+j*vx 5 ) *(— «w** 1 ) 
(+x*V) * (+vz* x' ) + (*K-j*x* v ) + (-*/ o J ) 
(1) *L) (,) (— x' «* v 1 ) 

(i) (— v x z y* ) ti)(+x«/v') 

(5>(— WX/ ** ) *(+*t/V ) 
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(+y* z) W (— 99 *• z % ) W (+ ** * * ! > 

(«)(— t»*^ 1 ) *' ) 

(»)(+ vxy Z* ) v ) 

<0(+i;*7z' ) (»> (—/«*»* ) 

) *{-9V % J ) 

57. In B vi fono i binomj di il raccolti in tre fattori , for- 
mati come fi ufa nelle equazioni compofte , ma prefe a rove- 
fcio , prendendo , per efempio (x — v) (y — v) (* — v) invece di 
(v — x)(v — y) (v — z) ; vendono per tal guifa le ftefle combina—-) 
zioni de* prodotti, ma co' fegni contrari . 

In C vi è la formola de' fecondi due binomj , che ha tre co- 
jonne, ed in D fta il primo binomio, per cui erta fi deve mul- 
ti pi icare . 

In E vi fono ^colonne , nafe dalla multipltcazione di C per 
D ; la prima, e l'ultima colonna hanno due termini per ciafeu- 
na, che fono della forma e reftano : La colonna dì 

mezzo ha due termini, che fi diftruggono , e fono fegnati col 
numero (1), e ne ha due che reflano, e fono fegnati coli' arte, 
rifeo . 

In F v'i è la formola , già ridotta , degli ultimi tre binomj di 
/!, uniti in B; e in (7, la formola già trovata in E è ridotta 
coli' ommettere i termini, che fi elidono.. 

In //, 7, K vi fono i prodotti di F per te tre colonne di G> 
rertandovi così quattro colonne , ciafcima delle quali ha tre 
membri corrifpondenti , una par una , alle tre colonne di G, 
Nella prima , ed ultima colonna non fi dirtrugge nulla ; nelle 
due di mezzo fi elidono dodici termini per ciafeuna , e fono 
fegnati col numero (1) , (2)... ec. j rimangono due foli termini 
per membro , ed hanno la forma xrt', xy* v* , rimanendo 

Z di fi 
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eli fi tutti quegli della forma x x y % v* . Qui Ce ne trovano venti. 




contrarj 

$8. Quindi , raccogliendo i termini non eliG in H, /, K , 
ed ordinandogli fecondo lè potenze, e bordine de' dati fattori, 
fi ha il prodotto, indica^ fa 4> cli e è il primo membrq dell' 
equazione III.» , ma prefo co] fegno canario; cioè 

— £, — M — N — O 

— >xr -h *y* v 1 — xz 1 v* + y* % v. 
H-*s* y* — xv % / + e 1 — yv % z? 
•TV x* t? — y x* -ì- s x' — 2/ t/* 

-Ti*** 1 — .C«/-Jr*-t-EvV " " 

— « »• / -t- v x % y 9 — © x* z' -t- V / 

y % x* — x ? -r v c" x ? — v ** / 

e facendo It multiplicaztone attuale indicata in ciafeun termine 
del fecondo membro della medefima equazione HI.%, fi avrà 

— x y z (x — y) (* — «) (y t *) = £ 
4- *> v (x - tO Cr-f)=M 
*r * *.v (x — *)(x — v) (a; v) =.W 

Ciocché moftra ad evide mi, che re^uazjow fuppoik al mim. 

jo. Per 
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Per pariti artifici fi fieno 1 ilfatt à rmliroiré il numerò 
éV termini delle attuali mùltiplicazioni s ad ogni mòdo dal Colo 
«tempio terzo (nmri. Jj.J fi vede chiird , che ne' cafi un pò» 
più comporti il calcolo diventa affatto impraticabile. Adòperari- 
èo però còlali artifici , <i vedè àirrienò in vari èfempi la legge 
de* prodotti, per cui già fi può credere generile il teorema, chè 
abbiamo- da prima propofto. 

60. Per dimoiarlo cfattamenté , converrebbe J.° gcneral- 
fherite dimortrare 11 fegnenté teorema . 

Se dato un tornerò m di quantità qualunque , fi prendano tutti i li- 
noni) , che naféono foitrsenào da quìlunquè delle precedenti , qualunq'ik 
delle feguenti , e quefìi binomi fi moltiplichino tutti tra fe , vi tede- 
ranno tutti , e foli que' termini , thè fi formano di quantità m — I > 
•levate eiafeuna alle potenze dive>\[e , l . 2 . | • (m — l) , <//"- 

firuggendofi tutti gli altri, 

Dimolrato che forte quefto teorema , farebbe chiaro, che que* 
termini devono effere la fomma di tutti quegli , che danno le 
combinazioni di effe prefé a (>»-— 1) per volta., 'e multi plica re 
in tutti i binomj , che nafeono dalle loro differenze prete coli* 
ordine già prescritto; dacché colle fecce Ti ve multtplicazioni fi fa 
entrare ne' termini un fattore di più , e fi aumenta ( num. 55. ) 
d'uri unita l'efyone'hìe de* primi; 

2. 0 Converrebbe dimoftraré , che i fegni nati dal teorema fud- 
detto , cioè i fegni def primo membro dell' equazione ridotta 
(num. 53» )j debban efferr gli (letti r che nel fecondo membro. 
Ciò fi potrebbe fare confiderando tutte le combinazioni , che 
devono nafeeré ne' prodotti , tÉallé «quantità , e dai fégni . fà 
ogni .termine vi deve. entrare una delle due quantità* d'ogni bi- 
nomio, onde la fomma delle potenze deve effere eguale al nu- 
mero de' binòmi ; ciascuna quantità* fi' trova irt' 1 birtomj ed è 
Combinata una volpa per una" colle quantità compagne éioè' tie~- 
gativamerite colle precedenti, é potili vamehrjp colle feguenti ; Ja 

Z 2 pri- 



iSo 

prima è tempre positiva , c l'ultima Tempre negativa ; ciafeuna 
delle intermedie fono pofitivc tante volte, quante fono quantità} 
che le vengon dopo, e tante volte negative , quante fono quel* 
Jc , che la precedono. , * 

Quelli elementi guidano ad una dimoftrazione generale del teo- 
,rema del oum. 50. 

6*1. Intanto , fi deduce con facilità dalle cofe dette fin qui 
il numero de' binomi, e de' termini , che devono corrifpondere 
a qualunque dato numero m di fattori, de' quali fia comporlo il 
denominatore della data frazione. Nel primo membro adunque 
dell' equazione formata come al num. 53., fi avrà 

. 

Httmero 4e fattori 

• - • .1 • * 

2 . 3 • 4 • S • <5 . 7 • 8 l 

* 

Numero de' binomj 

9 • * • 

1 . 3 . 6 . 10 . iy è 21 . 28 

« • n . . - .". ' * ■ . ' ' • » li * 

Numero de' termini 

- t 

2 . 8 . 64 . 1024 . 3276S . 2097152 . 26843H56 

Numero de' termini reftàui 

1 , * * * 

2 . 6 . 24 . 120 . 72O . 504O . 40320 

O a dire più certo , e più in generale , il numero de' binomi 

farà in ciafeun cafo i«~2-f-3...4-(>— 1), cìoi^—^ =» ; 

1 • z 

il numero de' termini farà (2)* ; il numero de' refidui farà 

1x2x3X4 Xw, come fi potrà vedere cercando co* metodi 

da fpiegarfi nel capo feguenté , i termini generali delle prece- 
denti 

1 
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denti tre ferie. Se non fi dimezzava il numero de" binòmi , fi 
farebbe avuto nella feconda riga precedente il doppio 3 e nel!» 
terza il quadrato di ogni numero ivi notato. 

62. La Sig. r « Agnefi (Ifiituz. Anal. L 3. num; 21.) dà qual- 
che efempio di qucfto metodo di fpezzare le frazioni, in ciafeu- 
no de' quali vi fono due foli , o al più tre fattori , ed hanno 

quella forma 7 F £ c. Il precetto del metodo è efpreflb 

così : 11 Dico , die quefla farà eguale a due frazioni , il nume* 
1, ratore delle quali Ha Io fleflò di quefta , ed i denominatori 
„ Ceno; della prima il prodotto d'una delle radici (cioè d'uno 
„ de' fattori ) nella differenza della quantità coftante dell' altra 
„ radice, e della quantità collante della radice polla ; della fe- 
„ conda fa il prodotto dell' altra radice nella differenza della 
collante della prima radice , e della coftante di quefta fecon- 
„ da ". L'applicazione a' fuoi efempj fi riduce qui ad ef- 

** cre ; TT7- ì , ■ yw t\ -r- > STI— > ; Si vede dall' 

efempio 1 che per differenza delle due radici intende la prima 
nominata, meno la feconda. Aggiunge poi „ fe le radici foffero 
} , tre, quattro.... ec. fi proceda fempre collo ftefTo metodo u » 
indi per tutta dimoftrazione dice 1 „ ed in fatti riducendo al co- 
„ nv.ine denominatote le frazioni in tal guifa ritrovate , refti- 
,1 tu ranno effe la frazione prima donde fono nate. 

63. Chi confiderà quello parlare della Sig. ra Agnefi , vedrà 
quanto poco vi fi efprime di quello fi richiede per un metodo 
generale. Bafta confederare quel tanto poco , che vi vuole per 
due fattori , con quel tanto di più, che fi richiede ove crefea il 
loro numero, ve'rà facilmente, fc il portare l'operazione a più 
fartori fìa un femplice procedere con quell' iflejfo metodo , e con utt 
metodo abbaftanza fpiegato. Non fi vede ivi punto il progreflb 
dell' operazione , che debba tenerfi , ove i denominatori fieno 

più 
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più di due ; quali fieno le differenze da prender fi in ogni fra- 
zione , e da unire in ogni denominatore delle {pezzate ; e con 
quale ordine fi debbano prendere le differenze medefiine* Non 
vi fi efprime nemmeno , che il pigliare la differenza delle fole 
collanti proviene dal principiò più generale del dover prendere 
la differenza de* fattori , che negli éfemp; addotti , i quali han- 
no un x medefimo congiunto con diverte cottami , fi riduce 
affa differenza delle mede fi me collanti. In no! tre da quanto s'è 
efpofto fepra f Ci vede quanto fia impraticabile il provare il me* 
todo Colla nnià , ed attuale riduzione allo (le fio denominatore , 
ove il numero de' fattori fia maggior di due, o tre ; tanto più, 
che dall' Agnefi fi piglia la fletta differenzi pofi ti varrien te , e ne- 
gativamente , onde nel metodo fleto a più fattori vi vorrebbe 
urt numero di binomi doppio di quello s'è ufato qui fopra , co- 
fìechè, Ove il numerd de' fattori fieno foli cinque , vr vorrebbe 
più d'un milione di termini, e per otto fattori i più di fèttanta 
mila milioni di milioni di termini . 

6\. Io mi fono trovato in quello labirinto di difficoltà , e 
dopo lungo andare mi fembravano ineftricabili ; mi fon dovuto 
raggirare, ed arrampiccare qua, e là con tìna quantità prodigio- 
fa di kinghiitimi, e nojofidkni calcoli. Ma al fine ho tra vi fio , 
0 pofeia ho dedotto da me il teorema generale porto al miro. 51.; 
ifevo però conferire d'effermi , dopo tutto ciò, fervilo di molti 
lumi comunicatimi dal P. Bofcovich per rendere più fpediti agli 
akri i medefimi calcoli , per conofeere la- legge ohe offervano 
V termini nell* eNderfi y e per ifvolgere i principi, da* quali di* 
pefide la generale, e rigorofa di mondazione . 

$5* Mi refìano ad aggiungere quattro avvertenze . 1.0 Non 
ha luogo il metodo efpoflo quando nel [denominatore della data 
h azione vi entrino due, o più fattori eguali ; dacché t>ai bino* 
ìfù» de' denominatori v'entrerebbe anche lo zero. 
ui In queflt- cali fi con fide:; la data frazione , come fe averte 

un 
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un Colo di que' fattori eguali al denominatore; fi Cpui la data 

frazione , così confidcrata , col metodo fpiegato , c fi muItipK- 
chino i denominatori delle fpczzate per il prodotto de' denomi- 
natori ommefli. 

4 

Se uno, o più fattori del dato denominatore fono compietti , 
P y P' , P" . . . ec. , fi faccia nelle fòrmole del mira, fi. x ss P , * 
= P'... ec. , e l'operazione farà la fte(Ta . 
4.0 II maggior ufo di quefto problema k ne* cafi , in cui t fat- 
tori compierti fono comporti di una flcfla variabile con una co- 
Haute diverfa , della forma x4-*, x-*-i, x + o... ec., perchè 
allora tutti i binomi, che accompagnano ogni fattore nella fra- 
rione fpczzata fono comporti di quantità cottami, reftando cosi 
in ciafcuna frazione la quantità variabile elevata alla prima fola 
potenza. 

Evoluzione dtUe frazioni cmtinte . 

■ 

©*$. PI chiama frazione continua quella frazione , il cui do- 
^ nominatore è formato da una quantità intera , e da una 
fraaione , il cui denominatore è di be! nuovo comporto 
da una intera quantità , e da una frazione , il cui denominator* 
.... ec Aggiungendo a tutte le frazioni continue una quantità 
qualunque 4, fi avrà la forma feguente 

4» 



> £7 

<+: 37 

dH - 



1 • • • ec. «... ec 



67. E* 



1S4 

67. E' evidente, che 

a ss 0 

a' ab+a' 

a* a bc -h a à* i 
4-i p= 

b-i bc b' 

c 



ce. 



Le frazioni , che formano il fecondo membro di quefte equa- 
zioni , fi chiamano frazioni equivalenti , cioè equivalgono alle 
frazioni , che formano il membro primo ; ed è evidente , che 
qualunque termine d'una frazione equivalente è eguale alla forn- 
irla de' termini analogì delle due precedenti , ciafeuno multipli* 
caro per una nuova lettera; cioè, a cagione d'efempio, il nu- 
meratore abc-T-ab' + aic della terza è eguale ai numeratori del- 
la feconda, e della prima, multiplicati , quello per c , e quefto 
per b' . 

Da quello teorema applicato a diverfe frazioni equivalenti , fi 
ha un metodo facile per trasformare in una ferie , qualunque 
frazione continua, che è il problema diretto. 

6S. Si difpongano le frazioni equivalenti , trovate come al 
num. precedente , in una ferie da finiftra a dcftra , che inco- 
minci da a 9 ; fopra ciafeun termine di quefta ferie fi feriva , a 
modo d'efponentc , l'ultimo denominatore della frazione corri» 
fpondente al termine frguente , e fono il termine medefimo fi 
feriva l'ultimo numeratore della ftclTa corri fpondente frazione; 
fi avrà per l'cfempio addotto 

a b c d 

a - — 5— JT^rj' ~ tc 

4» b* c' d' 

Per 
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Per trovare generalmente il termine R di quefta ferie ; fiano 

P 6) 

p, ~ i due termini , che immediatamente precedono VA cer- 
cato veifo la fiuiltra, c fia p' l'indice inferiore dell* ultimo pre- 

cedente - l'indice fuperiore del primo precedente jg ; faià 

v — 1JL ±±1* 

69. Si roti; i.° Che s'è incominciata la ferie di mezzo da 
*° , perchè la forinola £ ra pprefentalfc anche la frazione equi- 
valente ad a 'f . 

0 

2.° Che elTcndo fempre dati i primi due termini a , * della fe- 
rie di mezzo , e tutti gli efponenti , fi determineranno colla 
formola precedente tutti i termini R. . 

3.0 Che determinando tutti gli R fino ad avere impiegato l'ul- 
timo de' dati efponenti, olfia quello, che Ita più a delira, \'R t 
che gli corrifponderà , efprimcrà il vero valore clatto della data 
f azione x , e gli altri R cfprimeranno fulamente un valore di x 
approftìmato . 

4. 0 Che chiamando R l il fecondo termine a della ferie di mez- 
20, andando verfo la deftra , R" il terzo, R*" il quarto,... ec. 
fi ha R' minore di x, A" maggi ore di x, R ìlt minore di x., 

, e così alternativamente, come è manifcllo dalla volgare 

teoria delle frazioni; coficchè in generale, gli R che hanno un 
numero pari d'accenti fono maggiori della data frazione , e gli 
R, che hanno un numero impari d'accenti fono minori della 
medefima . 

70. Quindi finalmente; in qualunque frazione continua x, 
fi ha 

R') - (*" - A 1 ") + (R' r ~ *'") - (* w - R r ) 

•4- . . . ce. 

A a 71. Reità 
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71. Rcfta a «ercarfi una regola» ficor* per continuare aff» 

infinito , fenza pericolo d'errare, la ferie, «he cfprime il valore 
d'x al num. 70. Eccone una affai comoda: Si ferivano in una 
ferie gli R minori di x , e fopra quefta , tra gir intervalli della 
fecie già fcritta , fi collochino gli R maggiori di x, nel modo 

feguentc : 

per gli R maggiori di x *" R ì7 R* 1 R?" 1 ec. 

per gli * minori di * R l R'" R v R v " ec 

gii R della ferie fupcriore iono i minuendi , gli R della ferie in- 
feriore f>no i minatori; ciafeun R della ferie fupcriore va com- 
binato co: due, che gli ftanno a lato nella inferiore; V R xl va 
combinato coli* JH' e coli' R ,tl ec. , e così nel redo; ciafeuna 
dr qncftc combinazioni va fatta col legno — pollo avanti gli R 
d'accenti impari , e forma un termine della ferie cercata , da 
u sufi a^li altii, o col o col —, fecondo, che porta l'al- 
ternazione de' legni , che deve regnare dopo il primo pofitivo, 
nella ferie x . 

72. Softituendo adunque nella Formola del num. 70. i va- 
lori di /I prefi dalla frazione data al num. 66., fi ha la ferie 

a' a'b' a'b'c' 

che corrifponde a quella frazione, e facendo nella frazione me- 
d e lì ma j = o, perchè etTa rapprefenti le pure frazioni continue, 
a' a'b* 

fi avrà la ferie -7 ■ ^_ — ... ec. , che le corrifponde; 

finalmente fc gli e', d' . ... ec. , cioè i numeratori d'una 

data frazicnecontir.ua fiano quantità (empre cottami (a cagione 
d'efempio tante unità), ed a y coi denominatori i, c, ... ec. 
della frazione medetrmr» fiano numeri interi pofitivi , la ferie 
che gli corrilponderà farà con pochi termini convergentiflìma al 
t.-.Ior vero; in egr-.i cafo però 11 interromperà la ferie femprecchè 
la data frazione nou andetà all' infinito. 

73. Paf- 
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73- Pattiamo a! problema inverfo delle frazioni continue, 
cioè a trasformare una data ferie in una frazione continua. A 
tjueflo fervirà di formola ecumenica la formola del num. prece- 
dente, e la frazione corrifpondentc del num. 66. Si proceda così. 

1. » Si affamano ad arbitrio i numeratori , o i denominatori del- 
la frazione continua , che fi cerca : Noi qui {opporremo affanti 

i denominatori a y h y c, d... ec. 

2. ° Si paragoni termine per termine la ferie data colla ferie del 
mim. precedente ; fi avranno tante equazioni quanti fono ter- 
mini della data ferie . 

3. 0 Con quefle fi determinino i numeratori a 1 , b* , e*. ..ec. ( fe 
fi foflero aflunti quefti , fi determinerebbero i denominatori <* , 
b y e... ec. ); cioè fi cfprimano i loro valori per mezzo delle 
lettere affante, e de' termini della fèrie data. 
4. 0 Si folìituifeano quelli valori nella frazione del num. 66. 
74. Applichiamo il metodo a qualche efempio . Sia data la ferie 

x=.A — B-t-C — D-^E — ... ec. , 

ch« per cominciare con un folo termine pofitivo farà rapprelcn- 
tata dalla fèrie 



~T~ • • • CC 



Sarà 



Quindi 





a'ù> 



a—ff^v 



£_ c 'b 

B-TTtt'dTTi 



. ce. 



■ • 




A a 



2 



Cioè 



i88 

Cioè 
a' = Ab 

V — Zie 
h A—~B 

~ h{B-Q 

• • • • cc« 

75. Sia data la ferie 

_i 1,1 

Si avrà collo fteflò metodo 
. b 

* ,fi =2 

Ab c 



e finalmente 
a' = Ab 

Bhc 



• • » • 



A — B 

ACci 

BDde 

«c. 



* 



* ^ T • • • w» 



ec. 



75. Sia data la ferie 

_ 1 1 1 
x —~a TB^Tbc 



S«ka> = ± 



ce. 



d> Ci ' 



77- Sia 



77. Sia data la ferie 

xr^-BzrCs'-Dz'i ec. 

ACcdz 



Sarà a 1 = Ab c' 



\A — Bz) (B-C*) 



, , Bice . f BDàez 

~A — Bz * ~CB — Cz)(C — Z?*) 



ce. 



78. Determinati così i valori de* numeratori , converrà pri- 
ma di fare le foftituzioni nella formola del niim. 66. determina- 
re ad arbitrio i valori de' denominatori 4, b , c, d ... ec. ; Ma 
perchè la forma della frazione fia più fpedita , farà bene aflu- 
mergli tali , che efiendo eflTi numeri interi , efprimano in nu- 
meri interi anche i numeratori ; quello però dipende altresì dal" 
la natura de' termini della data ferie. 

Si faccia, a cagione d'efempio, 

al mira. 74 /= 1 

c=zA — B 
d = B-C 
e =C — D 
/:=... ce. 

• • • 

e, Tattc le Soluzioni, fi avrà 

A 



B 

1 -r- — 



C 4_B).«r- — 



(B _C^ LI 



TF 



ce. 

al 
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al num. 75. ..... . b = A 



c=ìB — A 
d = C — B 
e=:D — C 
/= ... ce. 

e fi avrà 



x rr — 



(a-4>-r 



iP — 0 -h ••• CC. 

così pure al num. 76., fatto iìsA ed al mmi.77. *=i 

c=B— 1 c=.A — Bz 

d=C—l dz=B—Cz 
e-=zD—i e =zC —Dz 

J — . • . ce, f . . • ce. 

Si determinerà come Copra la frazione x. 

79. Si noti per ultimo , che fi può cambiare in frazione 
continua qualunque frazione , o volgare ella ila , o decimale 
efprefla a modo delle volgari. Sia A il numeratore, e B il de- 
nominatore della data frazione ; ed ufando il metodo del num.S5. 
dell'Introduzione per avere il comune divifore di due quautità, 



Sia 
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c . A C 

B — t D j Jt C i 
£ — o -t- -r • . • • concie «... g — 

z)— r- — é 

• • • • ce» • t • • ec. 

A C 1 1 

quindi r- = 4-+- — = 44- n =4-t rr .. . ec. 

coficchè chiamando 4, A, e , d*. . . ce. i quoti interi , c trovati 
col metodo accennato, fi avrà * — ^ 



= 4-r 



b 



c-h 



/-H... ec. 

So. Per dare un efempio di queflo metodo , egli è noto, 
che fc fi concepirci diftefa in lungo la fc tu i periferia d'un circo- 
lo qualunque , cfla paragonata al raggio , che la ha deferirla 1 
fi troverà profmnaincnte tripla del raggio mede-fimo , cioè la 
lunghezza del r.iggio {la alla lunghezza della femiperifena prof- 
fimamente come l'unirà a 3. Quella ragione del raggio r piefo 
per unità «Ha lunghezza della femiperifen'a fi efptimc più cer- 
tamente, come l'unità al numero 

3, 
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3, i4 I y9^535S9793 2 3S4<525433^i79J02S84T97^939P375 10 
5 S2C9749445 923 07S 1 6406 1 S<5 208998528034825 342 2 1 1 706798 

2 1 480865 132723 06647093 S446 . . . . ec. = p . 

Si tratti ora d'efprimere la ragione di p ad r con numeri così 
piccoli , che non fe ne porta avere una più accurata , fe non 
ufando numeri molto maggiori. Ognun vede, che balta mutare 
jn una frazione continua il dato numero decimale/» , ed una delle 
frazioni equivalenti farà la frazione , o la ragione cercata . In 
qucfla forte di pioblemi quanto più i termini della data ragione 
fon grandi, tanto più farà accurata la determinazione; ma ncll' 
efempio noftro farebbe impraticabile il calcolo , fe fi volcflero 
ufare tutte le 129 figure, che danno quel prolTimiifimo valore 
di p. Determinando la frazione continua corrifpondente alle 
trentadue prime figure , fi troveranno i quoti 

3.7. 15 . 1 . 292 . . . ec. 

e le frazioni equivalenti formeranno la ferie, contata dopo IV 
del num. 6S. 

I 22 2H *I5 

1 • T ' jo6 * 775 * IJT^I • • • cc * 

La prima frazione moftra, che p:r::$:i, nè fi può più accu- 
ratamente efprimere in numeri non maggiori la ragione di p ad 
y; la fecondj frazione da />:r:22:7, che è la ragione Archi- 
medea; e la quarta frazione da p : r 355 : 113 , che è la ragio- 
ne Mezziana maggiore della vera meno di • - — — ; tutte 

1 13x3302 

poi le ragioni efpreu*V coi termini trovati fono alternativamente 
minori, e maggiori della vira, la prima è minore, la feconda 
è maggiore, la terza è minore, la quarta maggiore... ec. , comt 
abbiamo già notato fopra. 

81. Si 
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8i. Si facciano le ftefle riflcflioni fulla frazione o, 000190 
88810866572... ec. , e fu 106164, 7887323... ec. 
La prima frazione efprime la lunghezza d'un arco circolare d'un 
minuto primo, ed è cavata dalla feguentc analogia: la feraipe- 
rifena fta all' arco d'un minuto primo , come p fta al quarto ; 
La feconda frazione efprime il numero de' fecondi , che com- 
prenderebbe il raggio d'un circolo, fe elfo fofic curvato in arco 
fulla periferia del circolo medefimo , ed è dedotta dalla feguente 
analogia , come p fta ad r , così la femiperiferia efprefla in fe- 
condi ec. ( cioè 648000 fecondi ) fta al quarto termine. Colla 
prima frazione fi ha facilmente la lunghezza d'un arco qualun- 
que ; bafta multiplicare per quella il numero de' primi minuti , 
de* quali è comporto l'arco dato. Colla feconda frazione fi ha 
facilmente l'arco, che corrifponde a qualunque (per parlare co- 
gli Aftronomi) funzione circolare, efprefla in parti del raggio; 
bafta multiplicare per quella frazione la funzione data. 
Si noti i.° Che per avere la feconda frazione s'è ufata la ra- 
gione Mczziana della femiperifena al raggio. 
2.° Che riducendo la feconda frazione a' gradi , fi vede , che il 
raggio è eguale a 57 gradi , 17 minuti, e 44, 8 fecondi prof- 
fimamente . Qiiefte cofe fiano qui dette di pafTaggio , e per efer- 
cizio di calcolo fulie frazioni continue, 
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CAPO TERZO. 

Della Sommazione delle ferie , c del loro termine 

generale * 



Chffi diverfe % ed efpreftoni generali delie ferie. 

§2» X TE* due precedenti capi s'è data una fiifficiente idea dtV 
Y \^ le ferie, die na icona dalla Evoluzione delle quantixà 
algcbraiciie ; non et retta altro a fare per una com- 
piuta trattazione delle ferie , che maftrare il metodo per trova- 
re , data una ferie, il luo termine generale, e dato, o trovato 
il termine generale, trovare la generale lomma della raedefima» 
E* però- da faperfi avanti ogn* altra colà ; j.° Che 4agli Anna* 
lidi fi chiama funzione d'una quantità, qualunque a Ire br aie a 
efprefllone comunque comporta da quella , e da akre quantità , 
o date , a prefe ad arbitrio ; così 4 + j«, 4-1-42, a c 

itff ** — fono funzioni di *. 

2.° Che .per termine generale d'usa ferie intendiamo qui una fun- 
zione di m tale , che Ce invece di m vi fi jfoflituiicano iucerfó» 

vamenie t termini 1 . 2 . 3 m della ferie naturale, fi avrà 

fucceflì va mente il primo, il fecondo , il terzo, 1* m ff,mo termine 
della ferie data » 

3. 0 Che fomma generale d'una ferie, lignifica parimenti una fun- 
zione di m tale , che fe invece di m vi fi foftituifeano fucceflìva- 

mente i termini 2 . 3 m della ferie naturale , fi avrà 

fucceffivamente la fomma de' primi due, de* primi tre, de* ter- 
mini m della ferie data. 

83. Ciò fuppofto: Conviene diftinguere le ferie fommabili 
dalle non fommabili; dacché d'infinite ferie non fi può trovare 

la 
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la fomma efatta , ma folo per approffimazione ; quefte richiedo- 
no un trattato a parte , e fi conofeerà quali effe fieno dal norf 
poterli col metodo , che cfporrò , trovare la loro fomma vera- 
Quanto alle ferie fommabili , a tre clafli , o generi fi riducono 
quelle, che più comunemente fono ufate ne' calcoli. 
II primo genere comprende tutte le ferie , chiamate aritmetiche 
per l'analogia , che effe hanno nella loro formazione, colle 
progreflìoni aritmetiche ; il fecondo genere comprende tutte le 
ferie, chiamate geometriche per l'analogia , che effe hanno nella 
loro formazione , colle geometriche progreffioni ; il terzo com- 
prende tutte quelle, che nafeono dalla compofizione delle ferie* 
che appartengono agli altri due. 

$4. Se una data ferie fia tale, che, fcritti i fuoi termini, 
cominciando dal minimo, uno fotto l'altro in una colonna ver- 
ticale il, le differenze de' fuoi termini , i c ritte in una colonna 
B accanto alla prima, fiano collanti, quella ferie, come è noto, 
fi chiama prq^refTìone aritmetica. Quindi hanno tratto il nome 
di ferie aritmetiche quelle ferie , in cui non le differenze di A 
fcrittc in B , ma le differenze di B fcritte in C , o quelle di C 
fcritte in D, o... ce. fieno collanti; e- chiamando ferie aritme- 
tiche di primo ordine le femplici progretfioni aritmetiche, fi fono 
chiamate ferie aritmetiche di fecondo, di terzo, di quarto.... 
órdine le altre ferie , fecondochè elle avranno le differenze co- 
lanti in C, in £>, in E .... ec. Le differenze fcritte in B fi 
chiamano differenze prime , e quelle fcritte in C , in D , in E . . . ec. 
fi chiamano differenze feconde, terze.... ec. della ferie A. Onde 
le ferie, che hanno le differenze n efim collanti, fono ferie arit- 
metiche di ordine n r/im \ 

Sy. E* evidente, che la ferie 1.2. 3 w è una ferie 

aritmetica di primo ordine ; che le potenze feconde di m for- 
mano una ferie aritmetica di fecondo ordine, le terze di m for- 
mano una ferie aritmetica di terzo ordine ; ed in generale , che 

B b z le 
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le potenze n di m formano una ferie aritmetica di ordine n . 

0 più generalmente ancora Bm rapprefenta un termine qualun- 
que delle ferie aritmetiche di primo ordine, Cm rapprefenta le 
ferie aritmetiche di fecondo ordine, Dm* quelle di terzo, c 
T m* quelle d'ordine n; e per maggiore generalità ancora , fi. 
potrà aggiungere a ciafeuna di quelle ferie un termine della fe- 
rie cortame A. 

So\ Quindi ^Bw + Cffl-fCw' T m n rapprefenta 

fucceflìva mente tutte le ferie aritmetiche fino all' ordine n; cioè 

1 primi due termini A -r Bm rapprefenta le ferie aritmetiche di 
primo ordine; i primi tre quelle di fecondo ordine ; e così nel 
refto . 

87. Le ferie geometriche fono ferie di numeri formate dall' 
addizione de' termini analogi di più progreflìoni geometriche ; e 
chiamando ferie geometriche del primo ordine le femplici pro- 
gre.Tioni geometriche, le ferie formate dall' addizione de' termi- 
ni analogi di due, di tre, di quattro, di n progreflìoni geome- 
triche , faranno ferie geometriche di fecondo , di terzo , di n 
ordine . 

88. Se H y 7, K.. t . ce. rapprefentino ciafeuno un dato di- 
verto numero , è noto, che ciafeuno de* H m , /" , ie* . . . . ec. 
rapprefenterà una progrcflione geometrica d'efponente m , for- 
mata da' rifpettivi loro numeri prefi per bafe della progreflìone; 
e più generalmente rapprefenteranno qualunque progreflìone geo- 
metrica , fe ciafeuna di quefte formolc fi multiplicheranno per 
una indeterminata; cioè AH m , B f* , CK'* .... ec. faranno le 
efpreflioni di diverfe progreflioni geometriche, cioè rapprefente- 
ranno indeterminatamente qualunque termine m di diverfe pro- 
greflioni geometriche . 

89. Quindi Air -t-BF + CIC 4-...ee. rapprefenta fuccef- 
fi va mente con termini » le ferie geometriche d'ordine n ; cioè 
il primo termine AH m rapprefenta le ferie geometriche di pri- 
mo 
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ino ordine, i primi due termini Aff + Bl" 1 rapprefenta le fc~ 
rie geometriche del fecondo ordine , e così nel refto . 

po. E* maniferto , che (A-i-Bm-+~Cm* Tot") H** 

comprende un' infinità di ferie del terzo genere , cioè compone 
di ferie aritmetiche all' infinito diverfe , e di qualunque ferie 
geometrica ; quefte ferie fi chiama no Aritmetico- geometriche , e 
l'efponente del loro ordine , è la fomma degli efponenti 
dell'ordine delle due ferie. E' facile quindi a formarfi idea 
delle altre ferie di terzo genere , infinitamente diverfe all' 
infinito . 

91. II celebre Moìvre chiama ferie ricorrenti tutte le ferie, 
i termini delle quali fono formati da' termini precedenti multi- 
plicati rifpettivamente da quantità coflanti . Di quefta natura 
fono le ferie , di cui abbiamo dato fin qui gl' indeterminati ter- 
mini generali ; ci farà aitai utile nel decorfo la dimoftraziòne 
di quello teorema . 

91. Dico adunque in primo luogo, che le ferie aritmetiche 
fono ferie ricorrenti . Se j4-t-jB-t-C-rD..,.-r-T fia una ferie 
aritmetica di primo ordine , che ha A~- B m per termine gene- 
rale, farà 

C = lB — A 
DzzziC — B 
E—iD-C 
F=iE — D 
• • . . ec. 

Se fia una ferie aritmetica di fecondo ordine , che ha termine 
generale A B w-rCw' , farà 

D—iC — lB*rA 

£ = 3 D — 3C -rB 

F=3E— jflrC 
£ = 3F-3 
♦ • . • ec. 

Se 



Se fia una ferie aritmetica di terzo ordine, che ha per termine 
generale A-rBm-r-Cm* +Dm\ farà 

E = 4Z> — 6C + 4B — A 

F~4E — 6D~*rA(C — B 

G = 4F — 6E-t-4D — C 

H=4G — 6FH-4E — £> 

• • * • C L m 

Ed in generale , le ferie aritmetiche dì ordine fi fono ferie ri- 
correnti di ordine Per avere generalmente il termine T, 
per qualunque ordine n di ferie aritmetiche , fi fcelgano i coef- 
ficienti f , r , q , j> . . , ce. per la potenza n 1 del binomio a — A, om* 
xnefib il primo degli eftremi,e fi prendano termini n -t-i nella formoli 
T = j5 — r^ + ? a-P-f-.... ec. 
9$. Dico in fecondo luogo , che le ferie geometriche fono 

ferie ricorrenti- Se A B ^- C £ fia ;una ferie 

geometrica di primo ordine, che ha per termine generale Aff", 

fatto H= / , farà T=zsS. 
Se fia una ferie geometrica di fecondo ordine , che ha per ter- 
amane generale A B m -r B , 

fatto H-Jrl=zt 
Hlz=zr 
farà T=jS — r* 
Se fia una ferie geometrica di terz* ordine , che ha per termine 
generale A H m + B/ m +C K m , 

fatto H + / -h K s=f 

farà, alternando i fegnt, T = /5 — rA-*-«jrg>. 
Ed In generale le ferie geometriche d'ordine n, fono ferie ri- 
correnti del medefimo ordine. Per avere generalmente il T per 
qualunque ordine n di ferie geometriche, fi chiami s la fomma 
di tutti i H y 7, K, £, M, jV... ec. ; fi chiami r la fomma di 

tutti 
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tetti i binari de* medefirat; f la fomma di tutti I ternari , 

t cori nel redo, farà, alternando i fegni , 

T~sS~~rR-r-i<ìl-~-pP-+-> . . ce. 

94. Dico finalmente , che le ferie Àlgebraico-geometriche 
&>no ferie ricorrcoti. 

Se A + B-r-C+D 4-T fia una ferie Àlgebraico-geometTica 

di ordine», fi avrà per il T la fieflìflìma formola del num. 02., 
con queflo lblo divario, che il termine ot efim ° della medefima è 
multiplicato per ff* . 

95. Non m'è ignoto, che fi può determinare il termine T 
d'una ferie ricorrente d'ordine n con foli » — 1 termini prece- 
denti. Vedi Eulero num. 227 230. Tom. *. della più volte 

citata Introduzione; ma ciò aoo è contrario alla generale d. {fi- 
nizione , che l'ordine delle ferie ricorresti fia il numero de' ter- 
mini precedenti , che determinano il feguente ; al più fi potrà 
dire, che la fletta ferie può confiderarfi come ricorrente d'ordi- 
ne n, e d'ordine »— *% . 

96*. Tutte quafi le ferie, . che abbiamo dedotte ne' due pre- 
cedenti capì fono ferie ricorrenti di qualche ordine. Noi abbia- 
mo ivi aflègnata la Ie*ge idi dipende»** d'uà termine qualun- 
que dagli altri; Si noti , c%e ajcunc dì quelle ferie con qualche 
trasformazione fi riducono a fèrie ricorrenti aritmetiche . A ca- 
gione 4'cferopie , nel capo fecondo (num. 41.) per le frazioni, 
ebenanno al deaominatOifieujja quantità della forma (1 — tx) m "^\ 
folto i , ed ar=5i , fi &nk nn* ferit della forma feguente 

Se m~i y fi a vtà 
h -ìr + zm) 3 «) . . . er. 

Se mszt+ fi avrà 
r «T + tf 2 t-H^)^^^ -3 è 5 . .«OC- 

Er v. ? , ifi avrà 
J-+-.#-rtf)-r<d-r- 2*^)^(0*-*.$*^- + re» 

Se «s~4 , fi ai- ri 

ec. La 
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La prima di quefte ferie rapprefenta generalmente tutte le ferie 
aritmetiche di primo ordine ; la feconda rapprefenta quelle di- 
fecondo ordine.... la n'* 1 "* rapprefenta quelle di ordine ». 

fj. Si noti di paffaggio , che nelle ferie precedenti , a in- 
dica l'ultima differenza, che è corta n te ; b indica la prima delle 
penultime ; c la prima delle antipenultime... ce, come fi fa 
manifcfto dal prendere coli' ordine detto al num. 84. le diffe- 
renze de' loro termini: A cagione d'efempio per la feconda fe- 
rie , fi avrà 



A ! 


5 


c 


e 1 








b 








4 




c + 2 b -f a 




a 




b 4- 24 










. . . ec. 


... ec. 





Trovare la fomma , ed il termine generale delle ferie , 
fecondo il metodo del P. Riccati. 

*8 a V TEI cercare la fomma, ed il termine generale delle fe- 
rie , mi fono appigliato al metodo , che il P. Riccati 
ha cosi elegantemente efpofto nel fuo tanto infigne 
Commentario de feriebm recipientibtts fummam Algebraicam , aut 
exponentialem . Ho trovato vero in pratica, ciocché egli accenna 
nella fua prefazione , cioè , che il fuo metodo determina tutte 
le ferie proporle da' più celebri Autori , che hanno trattata que- 
lla materia, ed all' incontro fi determinano col metodo mede fi- 
mo molte altre ferie , delle quali non fi faprebbe trovare la 
fomma coi metodi altrui. Vedi Eulero, Mayer, Stirling, ec. 

Sta* 
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Stabilito, che avrò l'univerfale principio del P. ficcati, difeen- 
derò ad applicare il Tuo metodo alle ferie aritmetiche , quindi 
alle geometriche , e finalmente alle ferie compolle di amendue . 

90. Il principale artificio del P. Ricca» è di aflumere varie 
formole, che indeterminatamente rapprefentino le fomme gene- 
rali delle ferie , e dalla loro contemplazione dedurne le condi- 
zioni , che devono avere i loro termini generali , perche da etti 
fi pofTa rimontare alle fomme cercate. Mette egli per bafe di 
tutte le fublimi fue inquifizioni il feguente firapliciilimo teore- 
ma : In qualunque ferie il termine generale è eguale alla fom- 
tna di tutti i termini fino ad m incUfive , meno la fomma di 
lutti i termini, inclufivamente fino al termine m— i; cioè chia- 
mando T il termine m''" aJ , S la fomma de' termini w, ed s la 
foni ma de' teimini m — 1 , fi ha T = 5 — / . 

100. Si noti: i.° Che quantunque fia T = ^ — s , fe fi 
trovi Tz=A — a t non fi dovrà perciò conchiudere, che A fia la 
vera fomma, o che fia 4 = 5, comunque A , ed a fiano futi* 

lioni di m; così fi ha ÌS=* _1h1=U _ 1<S=SL=1 , 

2 2 2 

eppure ? m x ~~ ' non ' ,a fomma della ferie, che ha 6 m ~ l per ter. 
mine generale. 

2. 0 Si può facilmente conofeere , fe A è la vera fomma , anzi 
facilmente fi può ridurre A ad elTere la vera fomma , quando 
noi fia. Si faccia w= 1 tanto inT, quanto in A, coficchè s'ab- 
bia T', ed A'; Se T J — 4'SO , farà A=zS. Se T* — A'z=l>, 

farà A-rl>~S; nel precedente efempio fi ha T ; = — ,cd .4'=. Jj 

2 



donde S — 2 — h — . 

2 22 
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3-° Finché il T ha la forma di S — j, la formola non pub fer- 
virc all'ufo, dacché venendo t dalla foftituzione di m— l inve- 
ce di » in S , la ferie formata da T farà comporta di due, ed 
il termine nt* m della prima eliderà il termine («+0' Aw àc\\& 
feconda ; cade non rimarrà, che l'ultimo termine della prima 
ferie meno il primo termine della feconda ; ciocché ciafcuno po- 
trà vedere formando Ja ferie, che ha per fomma - — ^ , fatto 

m rr> — T 

T=S — s = — 

2-t-jw J -i- m 

IOI. Porti quefti principi prendiamo col P. ficcati ad 

efaminare la feguente formola S = iw + BwVC«' ce. 

j.o Se Sz^Anty mettendo m — 1 invece d'm in 5 , fihai=y4w — j*» 

e "pel teorema T = -5— j = ì4; ognun vede, che non entrando 

l'm in quefto termine generale , egli Tapprefenterà una ferie di 

quantità eoftanti A, A, A ec, la fomma della quale é lo 

fteflb Am* , 

2.o Se SzzAm-r-Brn , mettendo m— I invece di w in fi 
avrà 

/ = — A-^r Am 

+ B — iBw + Bm 1 ; 

e, pel teorema, farà T=z A 

-B + lBw 

formando la ferie corri fpondente a quefto T colla foftituziont 
di i;i;3-..-. ce. invece di m, fi ha A + B; A+3B; A-Ì-5B; 
... ec, che è una progreflìone aritmetica di differenza cortame 
2 B , o una ferie aritmetica di primo ordine ; dunque 
A 

-B^-lBw é la forma, che deve avere il termine generale di 
quefla ferie , perchè la loro fomma fia rapprefentata da 5 ; 
cioè deve contenere una parte eoftantc A — B , ed un* altra %Bm 
multiplicata per m lineare; allora Am-^Bm* rapprefemerà la 

loro 
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loro fomma; e di più , Ce un dato termine generale abbia là 
forma del noflro , paragonando la parte cortame con A — B, e 
la parte multiplicata per i» con iBm y fi determineranno gl l 
A, B da fortituirfi io S per avere la fomma vera. Anzi datai 
una ferie aritmetica di primo ordine, fupponcodo eguale il pri- 
mo fuo termine ad ^"^^ g, (porto m=zi), ed il fecondo 

della ferie al mede fimo n m n ,( fatto m=zz ), fi avranno 

tante equazioni quante indeterminate , ed t loro valori fortituiti 
in 5, T, daranno la fomma vera, ed il vero termine generale 
della data ferie . 

Se ir/fw + Bw' + Cw',* aUo rteffo modo colla fortitu- 
zione di m — l invece di m in 5, fi avrà 
Trr A ; e determinando 

— B + 2Bw 

-4- C — Cm 
la fèrie di quefloT, fi avrà A. + B-hC; A-h $ B4-7C; A -f- 5 B 
-h 19C,'.. - ec., che è una ferie aritmetica di fecond' ordine, 
che ha la feconda differenza coftante 6 C ; dunque la forma del 
nuovo T è la forma , che deve avere il termine generale di 
quefto fèrie, perche il primo S fapprefenti la loro fomma; e di 
più , fe un dato termine generale avrà la predetta forma , cioè 
una parte A-^É-^C coftante, una parte dirtinta da m, come 
2Biw— jCm, ed una terza parte $Cm % dirtinta da tn ; colle 
equazioni formate dal paragone rifpettivo di querte tre parti, fi 
determineranno gli A , B , C da foftituirfi in 5 per avere la 
fomma, che corrifponde al dato T. Anzi data una ferie arit- 
metica dì fecond' or Ji ne , paragonando il primo termine della 
data fèrie con querto T ( in cui fi faccia mz=t ), il fecondo 
della ferie col T ( fuppofto nt—i), il terzo della ferie col me- 
defirao T (pollo » = 3) , fi avranno tante equazioni , quante 

C c 2 ne 
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ne abbifognano per determinare gli A, B, C da foftituirfi in T, * 
ed S per avere la fomma , ed il termine generale della ferie 
prò polla . 

4»° Collo ftefTo difeorfo, confederando quattro, cinque .... ter- 
mini di quel primo S della formola , fi determineranno le con- 
dizioni , che devono avere i termini generali , perchè da quegli 
S fiano rapprefentate le fomme delle loro ferie, e fi dedurrà il 
metodo per avere la fomma , ed il termine generale delle ferie 

di differenze terze, quarte colanti. 

J02. Quindi fi può dire generalmente , che le ferie ricor- 
renti aritmetiche d'ordine n hanno per termine generale una 
funzione di w, in cui m è alzata alla potenza »; e che le fe- 
rie , il cui termine generale è una funzione di m , nella quale 
m è alzata alta potenza «, ha per fomma generale una funzio- 
ne di w, che ha per efponente ma (Timo »«+.!. Da quelle due 
confiderazioni fi ha un metodo univerfale , e facile per la pra- 
tica . 

ts> Data una ferie , in cui la differenza n'* m * è cortame , tro- 
vare il termine generale della medefima. Si prenda indetermi- 
natamente TzzA — Bm — Cm'-hDm* -f Lm n ; fatto m 

fticceffivamente eguale ad I ; 2; g;...ec. , fi paragoni fuccelfi- 
vamente l'indeterminato T col primo, fecondo, terzo ter- 
mine della data ferie , fino ad avere tante equazioni , quante 
fono le indeterminate in T; fi foflituifcano i valori di A,B,C 
.... dedotti da quelle equazioni, in T . 

l.o Dato <o trovato) il termine generale d'una ferie di diffe- 
renza n elmj collante , trovare la fomma generale della medefi- 
ma. Si prenda- indeterminatamente SzzAm + Bm* -rCm 1 . . . . 
+ Lw" + I ; fi determini colla follituzione di »— 1 invece di m 
un nuovo valore T = 5 — /; col paragone delle parti di quello 
T colle parti ricettive del dato termine, fi avranno tante equa- 
zioni , quante fono le indeterminate in T , ed i loro valori fo- 

fli- 
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flituiti in 5 , daranno la fomma generale della ferie , di cui fi 
fuppone dato il termine generale. 

log. Quanto alle ferie ricorrenti geometriche , fi confiJcri 
la formola SzzAfP — A; foilituito m— i invece di m, fi ha 

j Ss A H m — 1 — A 
donde T = S — r — (AH m —A) — (AH r »-'-A) 

A. H— I m 
H H ' 

Se H fofle minore dell* unità , fi dovrebbe al folito, mutare il 
fcgno d'uno de' fattori. Ognun vede, che quefto termine gene- 
rale ci dà una ferie geometrica di primo ordine , e che perciò 
quando il termine generale dato fia comporto d'un fattore della 

A M - i 

forma H™ , e di un altro della forma — ~ H — , cflb appartiene 

ad una ferie geometrica di primo ordine. Paragonando i dati 
fattori componenti coi noftri indeterminati , fi avrà il valore di 
A y H da foftituirfi in S: Così pure, fe data la ferie geometri- 
ca , fi cerchi il termine generale, paragonando l'indeterminato 
T coi primi due termini della data ferie , fi avrà il valore di 
A, Hy da foftituirfi in T. 

104. Per le ferie geometriche di grado più elevato del pri- 
mo , fi è già notato, che elTe fono un aggregato di ferie geo- 
metriche di primo ordine; Onde 1.0 Date le ferie componenti, 
la fomma de' loro termini generali farà il termine generale del- 
la comporta . 

2. 0 Dato il termine generale della comporta , la fomma delle 
fomme generali delle fue parti (che fono i termini generali del- 
le ferie componenti ) farà la fomma generale della medefima . 

105. Si dica lo fretto per le ferie ricorrenti aritmetico-geo- 
metriche, adoperando la fomma, o la multiplicazione delle par- 
ti 
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ti de' termini , ù ielle fomme generali , fecondocchè eflTe fono 
formate colla fomraa , o colla multiplicazione di più ferie com- 
ponenti . 

xo6« Refla a darfi un metodo per trovare il tettarne gene- 
rale per le ferie ricorrenti geometriche, ed aritmetico-geometri- 
che data la legge della ferie. i.° Si dà la legge delle ferie ri- 
correnti geometriche , quando fi danno i multi piscatori de* ter- 
mini precedenti al T cercato, ed, effendo cjuefti multiplicatorì 
la fomma /, i prodotti a due, a due r, i prodotti a tre, a tre 
y... ec. degli //, /, K , L . . . ec. , che entrano a formare il ter- 
mine generale T SS A H m Hr B /"" -+- D K m ec. , fi riduce la 
quiftione , a fapere feparare da quei prodotti /, r, y ... ec. le 
quantità H> J, K, L. . . ec. da fofliruirfi in T. Qitefto però è 
it notiflìmo problema dell' Analifi Cartefiana fcrolto da noi io 
tutta la fua generalità nell' introduzione , e nel capo primo di 
queflo fecondo libro. Si chiami x il valore di ciafcuna di quel- 
le lettere, m in numero; fe la fomma di quefti x k t t e quel- 
la de' loro binar; > ternari fia r , q , p, ce. y farà per il 

num. lor. 

x m — s ~t-rx m * — q x™-' -f- p x*—* — ec. reo ,, 

e le r 'dici di quefla equazione faranno i valori cercati . 
2.0 Per le (cric aritmetico-geometriche , fi chiamino ilio fteflb 
modo /', r r j 7*, p*. . . ec. i coefficienti di ^ , /e. , USI , F avuti 
nella forinola formata al num. 102., ed i valori di 

x m - j ' x° : - ' -r x 1 "-* - i x m ~ s -T- ... ce. =0 
faranno i valori di 

TI , / , IC , Z/, AT , N , .... ec. 
da foflituirfi in T. 

3 0 I valori di A, B, C §>, , 5 fi determineranno in 

imendue i generi di ferie ricorrenti qui fpiegate , col noto pa- 
ragone dell' indeterminato T con i primi n termini dati , o afc 

fumi 
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funtl della ferie di cui vien data la legge . Si noti , che per le 
ferie algcbraico- geometriche , farà Js^tBw + Cw' tDw 1 

+ Dm* ce.)//"— A; e che fe fia HzziA'S farà la fomma 

femplici ferie aritmetiche, 

107. Una fola « la difficoltà, che s'incontra oell* ufo dello 
precedenti equazioni . Siano dati i primi due termini 1 . 1 d'una 
ferie ricorrente del fecondo ordine , e tale , che per avere un 
altro qualunque termine , fia ncceflario fommare il primo ter, 
mine precedente multiplicato per 3 col fecondo precedente muL 

tiplicato per — — ; quale farà la forma del fuo termine gene- 
4 

rale? Avrà egli la forma d'una ferie geometrica, a d'una feria 
aritmetico geometrica ? In quefto , ed in fomiglianti cafi , fi 

fciolga l'equazione x l — Jx + -=o, fi avrà * = -f , xzzz-^\ 

cioè fi avranno due radici eguali; quello è fegno, che il cerca- 
to termine generale non può avere la forma A H m -t- 3 l m , ma 
folamcnte la forma (A -7- B ni) H m , cioè farà T = (4 + B m) 

(i) *. Se fi foftituifee | invece di H, / in A fT + B f , ii 



108. Badi il detto fin qui fulle ferie ricorrenti , cioè fulle 
ferie aritmetiche, fulle ferie geometriche, e fulle ferie compofte 
da quelle due . Per le ferie , che non fono ricorrenti , io ne 
produrrò d'una fola fpecie, che ne abbraccia infinite fubalterne. 
Chi defiderafle una più precifa notizia fu altre ferie più intral- 
ciate , legga il citato Commentario.. Contempliamo intanto la 



Iw4- M w 1 Nm % ..... -f- R rrf~ x +:S m* 

(A-rBmXA-i-B m — j) B. />-f-2)(^3. 




che è un afTurdo. 



formola 



So- 
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Softiruendo m— i invece di w, fi avrà 

(A-irB. m— j)(4 T jB,w- 1).. .{A + B . m—p-r-\)(A~rB . m—y) 
Per fottrarre Vs dall' 5, fi raultiplichioo i termini della frazio- 
ne S per A t B . m p 3 c d i termini della frazione / per^-r-Bw; 
fatta la riduzione , non fi avrà più il T fotto la forma di 
£ — s t ma chiamando £>, nel fecondo membro delle feguen- 
ti equazioni tutto il fecondo fattore del primo membro, farà il 
numeratore di T. 

l -t-R . m—\ p -r-5 .m—i P J 

ed il denominatore 

E' manifefta la legge , con cui va decrefeendo il denominatore 
di T. Per conofeere la legge , che regna nel numeratore, è evi- 
dente j che egli è eguale a 

( A 4- S m) ( t — 8.0 — B p £ 
cioè eguale ad A(&— $!)-t~B S>')-Bp ed effendo 

(L.im z=—L 

\ Af.(w* — m — 1') =-M+2M« 

eguale 
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eguale a foftituendo quefio valore di nel nume- 

ratore (^tBw)(§ — §t) — BpSi fi vedrà anche in quello la 
collante legge de' fuoi termini . 

joo. i.° Ciafcun fattore del denominatore di T è il termi- 
ne generale d'una ferie aritmetica d i prim o ordine. La ferie 
aritmetica del fecondo fattore A + B.m—i non è diverfa dalla 
ferie del primo fattore A + Bm y fe non in quefto , che il pri- 
mo termine della ferie del fecondo fattore , è il fecondo termi- 
ne della ferie del primo fattore ; e così la ferie del terzo fatto- 
re , comincia dal fecondo termine della ferie del fecondo fatto- 
re, la ferie del quarto fattore comincia dal terzo dei terzo fat- 
tore . • • ec. 

2.0 II denominatore di T è lo fletto , che il denominatore di S. 
3.0 Fatto il numero de* fattori .«lei denominatore eguale apri, 
l'efponente matfimo di m nel numeratore di T è p — 1 , cioè 
minore di due unità del numero de' fattori . 
4.0 Dato qualunque termine generale t che abbia le tre prece- 
denti proprietà , fi troverà il numeratore della fomma generale 
paragonando colla formola il dato numeratore ; e confeguen te- 
mente fe il termine generale d'una ferie abbia le condizioni del 
noftro , fi troverà fempre la fomma generale della ferie mede- 
fima . 

110. Perchè fia più fpedita la determinazione della fomma 
generale delle ferie , i cui termini generali hanno la forma del 
numero precedente; i.° Fatto il numero de* fattori del denomi- 
natore D eguale ad r, fi fupponga 

Lmu-Mni 1 N m* 4- 5 rn 

" T) 

2 o Determinato s colla foflituzione di m— 1 invece d' m in 5, 
fi riducano gli £ , s allo fieflb denominatore , coficchè fi abbia 
S', s'; farà T = S' — 

D d 5.0 Pa- 
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3-° Paragonando i termini di T con quegli del dato termine 
generale fi avranno i valori di L , M , ec. 

in. L'ufo del calcolo farà fvanire certe difficoltà, che for- 
fè fa nafecre la femplice enunciazione del metodo. 
Se nel denominatore D non fi fuccedano i fattori , come in T 
del nnm. 10S. , ma manchino alcuni fattori intermedi , fi mul- 
l ipl;chi il numeratore, ed il denominatore del dato termine ge- 
nerale per i fattori , che mancano . Se ec. 

Ojftrvjzioni fui metodo del P. Ricetti. 

112. TL metodo del P. Riccati , tuttocchè elegante, femplice, 
^ ed univcrfale , fembra a primo afpetto alquanto prolif*. 
fo , e tediofo nella fua applicazione. Quali fempre , è 
vco , fi hanno a fciogliere equazioni folamente di primo gra- 
do ; ma per ogni nuova ferie pare fia uopo ripetere le ftefle 
operazioni, di fomazioni d'un' equazione dall'altra , di multi- 
plicazioni , con facile pericolo di errare ne' calcoli, e nel- 
le frequenti follituzioni . Non è però cosi in fatti a chi vi fi 
metta di propofito, e fi renda per qualche tempo famigliari gli 
artifìci, che per entro vi fparge il fuo autore; anzi nel rimirare 
panicamente le forinole , che fi deducono da quel metodo ne' 
cafi particolari, fi accorgerà chicchetTta , che fi poflbno cH!e ge- 
neralizzare affai , c farle fcrvire per infiniti altri cafi fimili . Il 
P. Riccati non ha voluto dedurre quelli compendi, che ben ve- 
deva contcnerfi nel fuo metodo , o per non dilungarli troppo 
dal fuo fine , o per lafriare a chi leggefle il Commentario con 
attenzione, il piacere di dedurfegli da U . Io efporrò le olTcrva- 
zioni, che ho fatte fui metodo del P. Riccari , per renderlo più 
femplice, e più facile ad applicarti alle ferie di qualunque gene- 
re, ed inficine fóoglierò qualche interefTanre problema filile fe- 
rie medefime. Incominciamo dalle ferie aritmetiche. 

113. Le 
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H2. Le progreflioni aritmetiche , che fono le ferie aritme- 
tiche di primo ordine, hanno, come detto è al num. 87. la 
forma b ; b t- a ; * -t- 2 * ; b+ 3 a . . • « ec ; e le ferie aritmetiche 
di fecondo ordine, hanno la forma c;c-t-J;c-+-2Ì-+-<»; c-r-3^ 
+ 3d.... ec. Col metodo del P. Riccati fi ha per termine ge- 
nerale, e per fomma generale di quelle due ferie 

Per la prima T = b 



/ 
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5= b; 



1 , * ~» 
a m -r — a m 

2 2 



Per la feconda . . . . T = c 

— b-T-b m 



3 I » 



55= C»l 

-±bm-T-±bm* 

326 

114. Cerco fc quelli due T, ed 5 feguitino qualche lepge 
collante nella loro formazion e , ed oflervo , che nel primo T la 
parte — a -r a m è eguale ad w— 1 . 4 ; onde per le ferie arit- 

meliche di primo ordine fi ha T = £ ~f- — - — . a , come al 

num. 81. del libro primo. 

La feconda forinola di T è comporta d'una parte , che ha la 
farfla forma della precedente , cioè r-i + iw, e di un' altra, 

D d 2 in 
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in cui non c'entrano, che gli w, e gli a; perciò fi avrà la pri- 
ma parte ridotta a ct^^ì, e la feconda Lami 1 —^am 

1 »? 2 

•+-<*= — 4»? a m-\ — a; non confederando per ora il co- 

2 2 2 

mime denominatore 2 di quella feconda parte, fi ha am x —^am 
+ 24 = (w* — Jw+ì)<i= {m — i .m~—i) a; e la feconda par- 



% della forinola di T , farà ™~ 1 = w ~ * 4; cioè per le ferie 

1.2 

aritmetiche di fecond' ordine , farà 



» 

1 1 j. Si fono adunque ridotti quo' due T trovati col metodo 
del P. Riccati ad avere per coefficienti de' termini i coefficienti 
numerici della formola delle potenze d'un binomio; innoltre ia 
amendue i T così difpofti Va fla fempre al primo termine 
verfo delira , e verfo la finiflra fucecdono negli altri 
termini il 6, ed il c; finalmente il numero de' termini in cia- 
fcun T è eguale ad »-+-i . Se quelle oflcrvazioni fono general- 
mente vere per tutti i T delle altre ferie aritmetiche , per le fe- 
rie aritmetiche di terzo ordine, fi avrà 



1 1.2 I.2.3 

E di fatti tanto coli' apolicarc il metodo del P. Riccati all'efpref- 
fione generale di quelle ferie d ; d *r» d e; J-t-ic + i; d + 3 c 
— 3 b-r-a ;. . . ce. , quanto facendo le multiplicazioni indicate nel 
propofto valore di T; Ci ha fempre 

d — c — cm , b r» x — 3 b m <jh z h a w'-6,;w , 4- 11 am — 64 
i » 2 6 

Lo 
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Lo fleflb avverrebbe in tutte !e altre efpreffioni generali delle 
ferie aritmetiche di qualunque ordine ; matfimamentecche fi 
moftra una fpecie d'analogia trai coefficienti delle lettere ne' 
termini delle ferie aritmetiche, ed i coefficienti de' termini delle 
potenze; così nell' efpreffione delle ferie aritmetiche di terz' or- 
dine , i coefficienti del terzo termine d + ic + b fono i coeffi- 
cienti del quadrato d'un binomio ; i coefficienti del quarto ter- 
mine fono i coefficienti del cubo... ec. * - 

116. Con fimili rifleffioni fatte fulle formolc delle fomme 
generali, fi ha per le ferie aritmetiche 

di primo ordine 

II. 2 

di fecond' ordine 
m tn . tn — i . tn . tn — 1 . tn — 2 

S = T C + T7-T- » T x ■ 3 " 

di terz* ordine 

tn , tn .tn — 1 tn.m — I . m — i m . m — 1 . m — 2, 

S zz — d -r- c -f- — b -r- ■ — 

II. 2 I.2.3 1.2.3 

>EzJ a 

4 *' 

ce. 

117. Dalla fola ifpczione di quefte formole, e dal num.07. 
fi ha un metodo facile per trovare il termine generale , e la 
fomma generale d'una ferie aritmetica di qualunque ordine. Si 
prendano come al num.97. le differente prime, feconde n r,me 
della data ferie ; chiamando a il primo termine della colonna 
A t chiamando b il primo termine della colonna B, chiamando 
* il primo termine della colonna C... ce; fi ha 

T 
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I . 2 



I . 2 



CC. 



— -r * 1 — : — b-^r - — ■ f+ — - 

1 1. a 1.2.5 i.a.J 

r 

w — 3 . , 

. m ~t~ ♦•«... ec. ♦ 
4 

n8. A fare meglio fentire l'utilità delle due precedenti for- 
inole, gioverà l'efempio feguente . Si cerchi il termine genera- 
le , e la fomma generale della ferie aritmetica 2 ; 9 ; 24 ; 50 ; 
90 ; • . . . ee* 

Nel metodo del P. Riccati : j.© Conviene efaminarc > {quali fia- 
no le differenze collanti di quefta ferie ; fi avrà 

A I B ■ C ! D 
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ec. 









cioè le differenze terze fono collanti. 

2.0 La formola del termine generale per le ferie di terze diffe- 
renze cortami è A-i-Bm^C tn Dm 1 ; che mettendo m=i 
rapprefenterà il primo termine 2 della ferie data ; mettendo 
»a = 2 rapprefenterà il fecondo termine 9... ce. ; fi avrà dunque 

A-t- B -r C-t- D=z 2 

A-r-iB^ 4C-f 8D = 9 

ìI + JBt 9C-Ì- 17^ = 24 

A-t-4B~-i6C + 64Dz=so 

3.0 Difpo- 
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3.° Difponendo per ordine le differenze di querte equazioni * 
cioè fottracndo la prima dalla feconda , la feconda dalla terza , 
c la terza dalla quarta , fi ha 

B-r $C-*- 7 D= 7 

B-i-jC-H io£>= jj 

Le differenze di querte tre equazioni , danno 

2C T ìzD= 8 
2 C-+- i3D = ii 

Le differenze di querte due, danno finalmente D=-l. 

4.0 Rimontando da quello valore di D ai valori di C, B t A 
colle folite foflituzioni, fi ha A=zo C=^i 

2 2 

donde fi avrà T se ~tn + tn 4- — i» ? . 

2 2 

no. Per trovare 5, il fcclga la formola ^w^Bw^Cw' 
•i-Dm* ; ì.à Soflitucndo m— 1 invece di w, e fottraendo la 
nuova formola dalla formola affunta , fi ha 

A 

C — 3 Cw+ 3 Cm' 
— Z) + 4Dw — 6 D ni 1 — ^ D 

2.° Paragonando il termine, che non contiene Ym col Termine, 
che non ha Ym di T, cioè con zero, e ciafeuno degli altri col 
fuo corriipondente in T ; fi ha 

At=5- C = - 7 ~ 

12 il 



donde 
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donde Ci avrà 5 = Z i» 4 >»* •+• ' -r- rrW* . 

1 Z O 12. O 

120. Tale è il metodo del P. Riccati ; ufando le formole 
del nura. 117. bada trovare le differetuc deila data ferie, che è 
il primo paflò del metodo precedente, e fi avrà 

fatte le foftituzioni in T, ed 5, farà 

~, w — 1 
T — zn : — 



1 " 1 1. 1 





Tutti gli altri termini de' T, S indeterminati fvanìfeono per ef- 
fere uno de' loro fattori , *c. eguale a zero . 

121. Le formole del num. 117. mutando alcune denomina- 
zioni , e componendo i coefficienti delle lettere , che diftinguo- 
no ciafeun termine , fi riducono alle formole del Goldbacchio 
(Atti di Lipfia 1720.)- Aveva certamente io villa quefte for- 
mole il P. Riccati , quando di(Te nella prefazione del fuo Com- 
mentario ; Remisi , qttam Jìne àemonjlratione attultt Goldbatchiui % 
ncque apparti ur.de dedi.xcrit , in me a methodo genuinum fundamentum 
habebis . Confeflb fìnceramente , che, prima di penfare a Gold- 
bacchio , dalla fola applicazione del metodo del P. Riccati alle 
generali cfprefiioni delle ferie aritmetiche , io m'era dedotte le 
predette formole , e che leggendo poi a cafo la memoria del 
Goldbacchio, a mala pena mi fono accorto, che le Aie formo- 
le fi potevano ridurre alle mie. Io non fo come fiati mai 
egli indotto queft' autore a mettere V ecceltera dopo cinque ter- 
mini 
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mini della Tua formola » non ileo prendo fi ali* occhio nefluna 
legge de' coefficienti . Rollano adunque in queft' articolo dimo- 
flrate , e dedotte dal metodo del P. Rjccati anche le forinole 
del Goldbacchio. 

in. Ciocché s'è fatto per le ferie aritmetiche , fi può pa- 
rimenti ftendere alle ferie geometriche , ed alle compofte d'amen- 
due. Si multiplichino le formole aritmetiche del num. 87. f 
termine per termine , coi termini di varie progreflìoni geome- 
triche indeterminate, e prefe dal num. 84. del libro precedente; 
alle nuove formole , che fi avranno da quelle multiplicazioni , 
fi applichi fucceflìvamente il metodo del P. Riccati ,e fi avrà la co- 
llante legge per trovare fenz' altro calcolo il T,e l'S. Noto però, 
che fatto il calcolo , non ho trovate formole tanto eleganti 
guanto per le ferie aritmetiche ; ma fono tali, per cui fi fchi- 
▼ano varie equazioni di terzo grado , e di grado più elevato , 
che fono inevitabili nel metodo del P. Rjccati in varie ferie 
geometriche- Noi palliamo oltre a cofe più intcreuanti. 

P*JfcggH MI* ferie interrotte alle ferie continuate . 

IO chiamo ferie interrotta una ferie A* formata da termi- 
y ni prefi ad eguali intervalli di termini r, in una data 
ferie qualunque A; e quella ferie A la chiamo ferie 
continuata . Il problema , che prendo a feiogliere nel prelènte 
articolo è il feguente: Data la legge , che regna in una ferie qua- 
lunque interrotta , 0 aritmetica , 0 geometrica , 0 comunque compofia 
da quefle due , trovare il T, e /'S della fu a continuata. 

124. La folitzione di quello problema, dipende da uno de* 

feguenti due teoremi. 

Teorema primo. Il termine m tJtm d'una ferie interrotta A 1 è 
1' (w — 1 . r -T- *») della fua continuata A. 

E e Teo» 
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Teorema fecondo. Il termine m eJ,m d'una Tene continuata A è 

della fua interrotta A'. 

Il primo teorema è manifefto dalla formazione della ferie 
A' . Per avere il fecondo termine di A', fi deve ommettere dopo 
il primo termine di A un numero r di termini ; cioè il fecon- 
do fermine di A' h l'(i -H r-*- ì)*"" di -4; per avere il terzo 
termine di A' , fi deve ommettere un altro numero r di termi- 
ni dopo Yit + t + ìf"» di ^; cioè il terzo termine di A* è 
l'^+rTl + rV?)^, odia il (2 r 4- tf*" di A ; così il quar- 
to di if' fi troverà cflere il (3 r -f» 4)*"* di ^, e da qui già fi 

conofee generalmente, che P»^"" di A' è r{«*~ l .r+m)*" 9 
di -4. 

Il fecondo teorema fi deduce facilmente dal primo. Si chiami 
w la clafle del fermine m efimo della ferie continuata , ed m' quel- 
la del termine mr m della interrotta ; Sarà per il teorema pre- 
cedente m' — m — i .r~~ m = mr~ì-m— r = r-r- 1 .m^-r ; 

donde w'4-rs=r-+- j . w, cioè >»= S "t*? . 

Si noli, che, nelle due formole precedenti Vm y e Ym> indica- 
no femprc lo flefib numero ; non s'è pofto l'accento al fecon- 
do m, che per diftinguere ì'm della ferie continuata dall'i» del- 
la interrotta . 

J25. E' più fpedito Tufo del fecondo teorema per la folu- 
zione del problema propofto. Si cerchi il T, e VS della data 
ferie interrotta A', come fe folTc una ferie continuata ; invece 

dì t», fi folìituifca in amendue il numero W T r ; fi avr à i\ T f 

c VS della continuata .4. 

Sia 
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Sia data, a cagione d'efempio, la ferie geometrica A .... i * 
» • 4 . 8 . io* . 32 . 64 ... ce. ; da quefta ferie fc ne formi 
un' interrotta , con ommettcre fucceflivamente due termini dopo 

il primo; fi avrà la ferie A' 1 . 8 . 64 ... ce. Il prò- 

blcma fi riduce a trovare \'S t ed il T di A, porto, che fi co- 
nofea unicamente la ferie A' t ed il numero r de' termini om- 
mefli in A per formarla . Già fi fa , che il termine generale di 

A' è S*-' ; invece di » fi feriva il numero , cioè , nel 

r-t- 1 

: ...... .. • • : 

cafo noflro, fi feriva = ^ L T, e fi avrà 83 =8 3 

w — 1 

per termine generale della ferie continuata A; e di fatti 8 3 

....... » 

è eguale a 2 W "~' , che altronde fi fa elTere il termine generale 
ài A; lo ilcffo- dicafi per Y S . 

J16. Ufo del primo teorema. Sia data la ferie interrotta di 
qualunque genere. 

A ...f..y. ; K. : K.P.^c.^.^. : K. : f;./.4i.*K.^...... CC. 

gli afterifei ( che dovrebbero edere r in numero ) porti tra un 
termine, e l'altro di quefta ferie A', tengono luogo de' termini, 
r in numero , che fi fuppongono ommefli nella ferie incognita 
A , per .formare la ferie data . 

!.• Si prenda indeterminatamente il termine generale per le fe- 
rie d'ordine n della clafTe della data A; in quefto T, fi fofti- 
tuifea invece di m il numero rh — 1 . r-r m , e fatto quefto nuo- 
vo m fucceftivamente eguale ad 1 . 2 . 3 . 4 . . . . ec. , fi fup- 
ponga T eguale al primo, al fecondo, al terzo .... termine di 
A'. Con quelle equazioni fi determineranno i valori delle inde- 
terminate del primo aflunto T, che foftituiti nel T medefimo 
daranno il termine generale cercato. 

i.« Avuto il termine generale di A per mezzo della ferie A' , fi 

avrà coi metodi già fpiegati , ancora VS di A. 

E e 2 127. Sia, 
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127. Sii, a cagione d'efcmpio , la data ferie A* una ferie 
interrotta di una ferie aritmetica, continuata A, d'ordine n, i* 




termine generale della quale e T=za-r 
c -f- . • . ce. 

E' evidente i.o , che qucfto T farà eguale zi ptimo dato termi- 
ne /, fe fi fupponga m=i; farà eguale a fe fi fupponga 
(per il teor. i.o ) w == r 4- 2 ; farà eguale al terzo h , fe fi fup- 
ponga w = 2r+j ce. Cioè i valori di m in T formeranno 
una progreflione aritmetica , che incomincia da r + 1 , ed ha 
per differenza cortame la quantità r + 1 . 

2.0 Se la ferie continuata è di differenze prime cortami , anche 
la data ferie interrotta avrà le differenze prime coflanti : Se la 
ferie continuata è di differenze feconde coftanti , anche la ferie, 
interrotta avrà le differenze feconde coflanti; .... cioè l'ordine 
della ferie continuata farà l'ordine della interrotta. 

30 Se la ferie continuata ha le differenze n efime coftanti , s'arri- 
verà alle differenze coftanti anche nella interrotta con n + 1 
termini . 

4.0 La forinola T , che rapprefenta ciafeun dato termine dopo 
Je foftituzioni de' valori rifpettivi di m , fi romperà dopo due 
termini fe dopo tre termini fe « = 2, dopo n -f 1 ter- 

mini per le differenze n e '" ae . 

128. 1.° Adunque fi avrà per il T di ciafeun dato termine 

di A' . 



1 




1 1.2 3 . 2 . 3 u-r...<;v. 

A 
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i i . a i . * . 3 



I 1.2 1 . 1 . 3 

i.° In quefla ferie d'equazioni fc ne dovranno prendere due, 
cominciando da /, fe n = i ; fc ne dovranno prendere ut , fe 

« = 2, e per le differenze n*"" fe ne dovranno prendere n+1 . 
Il fecondo membro di ciafeuna di quelle equazioni , tolrane la 
prima, dovrà tèmpre avere un numero » -f 1 termini ; cioè cia- 
feuna ne avrà tanti nel facondo membro , quante fono le equa- 
zioni prefe. Con quefle equazioni fi determineranno le indeter- 
minate 4, b, c per ogni cafo. 

119. Applico il mctoda alle ferie aritmetiche di terzo ordi- 
ne. Per quelle non fi richieggono più di quattro termini /, g, 
h y k, e le equazioni faranno le prime quattro del num. prece- 
dente terminate inclufivamente al termine , che contiene il d; 
prendendo le differenze di quelle equazioni , e le differenze def- 
le differenze, come al num. Si , fi avrà 

fatto 



a | a 


C 1 D 










■ • ■ 










» « « 


t 




• • ■ 




• • • 


u 


b 




V 






• 




i 


■;ì 









I 

c = 



d = 



(r-r-J) J 




r.2r- 



130. Quindi fi formino le quattro colonne A, B> C, D 
■Ielle differenze de' dati termini interrotti , come al num. 97. , e 

fi 



Ili 

fi chiamino ( per tenere denominazioni analoghe a quelle del 
num. 117. ) a' t b' t c' t d' i primi termini delle colonne medefi- 
me , e per le ferie di differenze terze cortami . 

fatto a zza* t 



A— _ _ _ re 1 ^ r.ir^ì .4; 
(rfl) *(r-+-0* 6(r-r-l)* 

■ c* ri' 

(r-r-l)* (r + 1)* 



r , m — I , w — I . m — 1 . w — 1 , m — z .tn > — 3 , 

&ràT=*-i — i-f ; ; «t ; ; g J. 

131. E' evidente , che fe le ferie interrotte faranno di fe- 
condo ordine, fvaniranno nelle formole precedenti- il d, e tutte 
le quantità, nelle quali c'entra <f': Se le ferie interrotte faran- 
no di primo ordine fvaniranno nelle formole precedenti i! e ì d, 
e tutte le quantità, ove c'entra e' , d' . Quindi 

Per le ferie di differenze feconde collanti 

fatto a=za' 

< 

h f re' 



(r-r-J) 2(r-rJ)' 



c r= 



1 



farà T = tfH — ^ ; ; 2 

Per 
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Per le ferie di differènze prime coAanti 
fatto * = 




131. Se fi applicale il metodo medefimo alle fèrie aritme- 
tiche d'ordine più elevato del terzo, fi troverebbe una cortame 
legge de' valori di a , b , c . . . ec. Si troverebbe a cagione d'efem- 
pio , che difponendo quefti valori come al num. 130., dovreb- 
bero corrifpofidcrfi nella prima colonna, per numeratori gli a', 
t'y e'... ec. 1 e per denominatori le potenze o . 1 •. 2 . 3 .. ec, 
di r — j prefe per ordine; nella feconda colonna, per numera- 
tori gli I e', 3 e', 4 </'... ec. ciafeuno multiplicato per r, 
e per denominatori il doppio delle potenze 2.3.4-5...dir4-l 
prefe per ordine; nella terza colonna... ec. In quefla guifa fi 
avrebbe poi in generale, e fenz* altro calcolo , il valore di eia- 
fama lettera a , b , e . . . ec. per le ferie aritmetiche d'ordine »; 
ed ancora d'ogni altra ferie. 

133. Si noti la differenza de' due merodi precedenti. Nel 
termine generale , e nella generale fomma d'una ferie conti- 
nuata di qualunque genere , per efempio delle ferie aritmetiche , 
entrano due fole indeterminate, cioè gli «r, e gli «, b t *..,ec. 
Col primo teorema (num. 124.) fi è cercato quali dovettero ef- 
fere le variazioni degli «, b, c...*ec., ed il fecondo teorema 
ci ha date le variazioni degli », per pattare dalle ferie interrot- 
te fuppofle note, alle continuate fuppofte ancora feonofeiute. 

Interpolazione delle ferie. 

134. INterpolare una data ferie , fignifica inferire tra due qua- 
** lunque fuoi termini un dato numero r di termini in- 
termedi , che feguano la medefima legge della ferie data . Se la 

data 
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data ferie è una ferie aritmetica di primo ordine , s'è già dato 
a! num. 78. del libro precedente il metodo d'interpolarla ; cosi 
pure al num. 6y. fi è efpoMo il metodo d'interpolare le ferie 
geometriche di primo ordine. Ma ol trecche que* metodi fono af- 
fai faticofi per la pratica, maffimamente quando fi debba inter- 
polare tutta la ferie fino al termine m r ^' mo , il problema , che 
noi ci proponiamo al prefente comprende tutte le ferie d'ordi- 
ne n di qualunque genere, o fommabili , o no , purché di effe 
fi po(Ta trovare il termine generale. 

135. Il problema della interpolazione , non è , a parlare 
con rigore, che una parte di quello , che abbiamo fciolto neli' 
articolo precedente. La ferie data a interpolarti corrifpondc alla 
noftra ferie interrotta , e la ferie, che fi avrà dopo l'interpola- 
zione, corrifponderà alla noftra ferie continuata. Dico cQrrifpon- 
ierà , perchè la ferie continuata non farà propriamente la ferie 
interpolata , non cercandofi in tutto coli' interpolazione , che 
termini «(frOri, e col termine generale della ferie conti, 
nuata,, fi trovano tutti gli altri termini all' infinito ; onde il 
problema dell' articolo precedente è più generale di quello della 
interpolazione . 

136. Si aggiunge , che coli* interpolazione non fi cercano 
il più delle volte tutti i termini della ferie interpolata , ma fo- 
1 amente V degli r pofti fra 1' e 1* <* + della 
ferie data . Or chi voleflTe feiogliere il problema dell' interpola- 
zione col metodo dell' articolo precedente , dovrebbe : 

1.0 Cercare coi termini della data ferie , il termine generale T 
della corrifpondente ferie continuata . 

2.0 Dovrebbe cercare quale termine fia di tntta la ferie dati, t 
fuppofta interpolata Y s rfim0 cercato. 

3.0 E finalmente foftituire io T invece di m il numero , che 
ne indica U dafle. 

157. Efempio. Si cerchi il termine quinto de* cinque inter- 
polati 
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polati tra i termini 78., e 300. della ferie aritmetica 
A'. . . . o . 78 . 300 . 666 . . . ec. 

_. , , . _ . «7—1. m — 1. m -— 2 
1.0 Si ha (nuffl. 130.) TA=z — j — 3 -t J — ; — 4> 



tn— I o — * • wm — — _ . . 

oppure trovato TA'z=. — 78 — - — ; — '44 > 

1»— I m —~ 1 » m 7 - 
fi ha (num. 115.) IMss^ZÌjjh — — ^ 4* 

2.0 II quinto termine cercato trai due della data ferie A' fareb. 
be il dodicefimo della interpolata A; come fi può vedere con- 
tando nella ferie A' i dati termini , e gli afterifei , che fi frap- 
pongano tra l'uno, e l'altro invece de' termini interpolati. 
A o . *.*.*.*.*. 78.*.*. *.*.*. 300... ec. 
3.0 Si dovrà dunque fupporre in uno dei TA trovati, m~ii, 
e fi avrà pel quinto termine cercato 253. 

Ciocché s'è fatto qui per avere.il quinto termine.de' cinque in- 
terpolati tra 78 e 300 di A\ è evidente, che fi può egualmen- 
te fare per qualunque altro s ef,m0 degli r interpolati tra due qua- 
lunque termini di qualunque ferie. Ma ad alcuni fembra nojofo 
il dovere badare ogni volta a quel valore di m da foftituirfi in 
TA. Ho penfato perciò di fchivare per T interpolatone, anche 
quell'incomodo, col metodo feguentc. 

138. Trovare il termine s efimo degli r interpolati tra il termine 

m efimo , ed ( m -f- I ) eftmo d'una data ferie A\ 
1.0 Si cerchi il termine generale T di A\ 2.0 Si foftituifea in 

T il numero w + ^j invece di m. 

Così per avere il quinto termine de' cinque interpolati tra 78 » 
e 300 della ferie 

A'...* o . 78 . 300 . 666 .... ec. 

F f Si 



- 

Si ha i.° TA'=z m "~ 1 7 $ + m ~~ 1 : m ~ % 144. 

1.» Per effére <»=t,r=j , j=j, foflituendo invece di m il 
numero w+ _i_ = l + l = ^ ) fi ha ( S_ l)7 8 +( ^_ ,j 

( 7- « C^i^i . I . „ = «ot+| . * = £ 

(784-6*0) = ^ .138 = 25?, come fi era avuto prima. 

139. Dimoflrazione del metodo. Si indichi per m la claffe,. 
che occupa in A qualunque termine /, 'e per m* fi indichi 1» 
clafle , che il roedcfimo f occupa in A'; è chiaro , che gli m r 
»/' faranno qui numeri fempre diverfi ' m 

l a fciie A contiene tutti i termini di A\ e di più tutti gli 
/'"" degli r ommeili per formare vi'; quindi in A 1 non fi con- 
tengono, che i termini {m — s)' fim di A; cioè gli wff* di A* 
fono gli (m — if*** di A; ma per il teorema 1.0 ntrm. 124. gli 
m*** di A' fono gli (w'— 1 . r + w)'^ di A; dunque gif 
(jx~s) tr,m{ di A fono gli (W— 1 .r-f-wr) del medefimo ^. 
Quindi / = — 1 . rtw'^a'rrw'-r; ed w' . r-r « 

-*--r = w4~r, oftla m 1 -r - ' ■ 53 ; cioè it numero» 

w'H - r — e eguale al numero, che fotti trtfto in T A' ha d&to 

fri 

(num. 137- ) l's ,fim ' cercato. 

140. Si noti : l.° Che prima d'applicare i metodi del num. 
13*. 138. all' interpolaiione delle ferie , conviene bene di- 
tti 11 guere di quale claiTe ciTe fono , fe aritmetiche, o geometri- 
che, o compofte d'amendue, o d'altra feerie qualunque: Cioè 

necti- 
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ncceflario per trovare il vero termine generale delle date ferie, 
con cui unicamente fi troveranno coi metodi preferitri gli cfattì 
termini intermedi. 

t.° Che fi propongono talvolta certe ferie a interpolarfi , di cut 
non lì fa ben deffinire a quale clafle appartengano ; in quelli 
cafi converrà oflervare a quale clafle s'accollino di più , per 
quindi maneggiarle come fe veramente fodero di quella clafle. 
Così nel calcolare r luoghi de' Pianeti fi è oflcrvato, che le fe- 
rie de 1 luoghi de* mcdcfimi, dedotte , o dalla oflervazione , o dal- 
le tavole per diverfi tempi dati, più s'accodano alle ferie aritme- 
tiche, che non ad altre ; quindi nel determinare le loro posi- 
zioni intermedie a* tempi , ed alle porzioni date , fi fuole Tem- 
pre ad elfi applicare il metodo delle ferie aritmetiche. II Sig. De 
La Lande (Acad. Par. an. 1761. p. IlJ.j ed Aftr. 1. 24.) ha di- 
inoltrato con molta precifione , che per i calcoli agronomici, 
balla ridurre colle medie aritmeticamente proporzionali le diffe- 
renze feconde, o al più le terze, ad eflcre cortami. 
5. 0 Che in quefti cafi l'interpolazione non farà che approflìma- 
ta ; e perchè approdimi fempre più nel determinare col noflro 
metodo il termine generale delle ferie, converrà tifare certe ar- 
vertenze, che fuggerirà I'efperienza, e l'ufo del calcolo; le prin- 
cipali fono di prendere per a' il termine m tfxm \ tra il quale, e 
l'(wH-i) r/?ww fi deve determinare V s efimo degli r; così il b' farà 
la differenza dell' m <fimfi , c dell' (m 4. 1)*"*, il J farà , ed il nu- 
mero *»-+--— <J« foftituirfi in T A' invece di m, fi trasfor- 

merà in 1^ * y < ; quelli fono compedj del num. 138. 

141. Il Sig. Mouton è fiato il primo a proporre il proble- 
ma delle interpolazioni nell' anno 1570. Non fi tardò a cono- 
feere di quanta importanza elfo fofle per tutta la Matematica 
pura, e mifla; ed i migliori Matematici di quello fecolo hanno 

F f 2 prefo 
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prefo ad illuftrarlo , ed a fcioglierlo con metodi tutti tra fc di- 
verti , e tutti degni del vado loro intendimento. Siano date 
due ferie qualunque di quantità tali , che a ciafeun termine 
d'una ferie corrifponda con data legge un termine dell' altra; 
e fi ch'amino funzioni i termini della prima ferie, e radici i termi- 
ni della feconda : Data una radice qualunque fi cerca la funzione 
corri/condente , e data una funzione qualunque fi cerca la corrifpon- 
dente radice. Quello problema è flato fciolto analìticamepte dal 
Mayer (Acad. Petr. T. 2. p. 180. ), e le formole del Mayer 
fono fiate ridotte a più femplice forma dall'Abbate La-Caille 
( Aflr. Sol. P. 1. Sez. 1. ) . Il Newton (libr. 3. Princ. & Arit. Univ.) ; 
ed il Cotes (de Cai. diff. Nc^n) , rapprefentando le radici con 
afcilTe d'una curva, e le funzioni colle corrifpondenti femi.ordi- . 
nate riduflfero alla geometria il problema medefimo: Defcrivere 
ma linea curva di pcnere parabolico , che paflt per punti comunque 
dati. Aggiungi a quefti il celebre Stirling verfo il fine dell'egre- 
gio fuo trattato fulle interpolazioni delle ferie. Puoi ancora 
leggere i Commentari fui fèc. libr. di Newton (num. 75. 76. 77.) 
de' PP. Le Seur, e Jacquier, ed altri, eh* io qui non nomino 
per brevità. 

142. Io mi fono prefa la cura di leggere attentamente tutti 
j metodi de* citati Autori, e di ben penetrare le diverfe Rndz 9 
per cui ciafeuno s'avvia al medefimo termine ; ma finalmente 
fono entrato nel penfiere del Sig. De La Lande ( Aftron. 1. 24. 
num. 3172.), cioè, clic tutti , o la maggior parte di que' me- 
todi non potevano mai efiere d'un ufo famigliare, comunque il 
problema delle interpolazioni fia affai frequente neJla Matema- 
tica , principalmente ne!P Agronomia . Il principale loro difetto 
fi è di non potere per lo più determinare veruno de' termini 
intermedi fenza conofeere , e pafTarc per i termini precedenti , 
con infinite, e nojofiiTime fofiituzioni. Credo, che il mio me- 
todo per «iafeuna clafTe , ed ordine di ferie fupplifca general- 
mente 
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mente a quefto incomodo; i calcoli mi fembrano facili, e bre- 
vi più di quello , forfè , fi poteva fpcrare . 

143. Non voglio qui ommettcre due clegantiffunt metodi 
per interpolare le ferie aritmetiche , almeno fino alle terze dif- 
ferenze ineln/ìve ; quefti fono i foli trai già pubblicati , che all' 
evitare tutti gli inconvenienti de' primi , congiungono una ma- 
ravigliofa brevità nell' efprcllìonc , ed una eguale facilità ne' cal- 
coli. Suppongo qui ancora , che il cerchi un intermedio tra 
Ym fim \ e !'(«-*- if*— della data ferie aritmetica. Il primo 
metodo fi trova tifato, ma non dimoftrato, ne efpofto in tutta 
la fua generalità pel fecondo cafo d'un problema de' logaritmi 
logiftici nel tanto famofo libro intitolato : Tahle of Logaritbms 
di Villelmo Gardinero (Londra. 1742.). Si chiami 4, ciocche 

per noi è ~~~ » fi chiami b> ciocche in noftro linguaggio fa- 

rebbe^~ — 1, e finalmente fi chiamino d\ d", d"> le diffe- 
renze prime, feconde, e terze de' numeri dati. La quantità x 
da aggiungctfi al m tf ' ul3 per avere il termine cercato, farà 

Per le feconde differenze 

v 2 t 

Per le terze differenze 

*=U'-r4 bd^^d"'.b-rb')a. 
2 o 

L'altro metodo è del più volte citato Sig. De La Lande (Acad., 
ed Àftr. luogo citato). Chiama egli p il noftro /, chiama m il 
noftro r-r 1 , d la differenza del termine m ejim , ed (w+ 1 
tra i quali fi cerca il p**"* , e d* , d % le differenze feconde , e 
terze de' dati termini. La quantità x da aggiungerà" all' m tf,m<> 
per avete il termine cercato, farà 

Per 
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Per le differenze feconde 
d p — m d x 

Per le differenze terze 

d V —m x d> 

144. Si noti : j.° Che nelle formole del Gardinero , d 1 è 
pofitivo, quando i termini difpofti per l'interpolazione vanno 
crefeendo ; d n c parimenti pofitivo, quando le prime differenze 
vanno fccmando; d'" è fimilc a d" , quando le feconde diffe- 
renze vanno feemando, altrimenti avrà un fegno contrario a d'K 
2. 0 Che nelle formole del De La Lande il primo termine è in 
amendue lo fletto, ed è il quarto proporzionale dell'analogia 
m:d::p: al quarto, ed il fecondo termine è in amendue di- 
verta* La variazione de' fegni in quelle formole fono Umili a 
quelle del Gardinero. 

14J. Effendo generali le formole del Gardinero, del De La 
Lande, e le mie , non poffono effere diverfe , che nell' efprcf- 
fione ; così tutte le ftradc , per cui gli Analifti cercarono la fo- 
luzione delle equazioni di terzo grado andarono a terminare 
fempre nella formola Cardanica. E di fatti le differenze prime, 
feconde, terze, fono indicate 

dal Gardinero per d', d» , d m 

dal Sig. De La Lande per d , d* , d* 
da me per b, e, d; 

gli 4, b del Gardinero fono gli £ — idei Sig. De La Lan- 
de; ed il mio valore di m da foflituirfi invece di m in T A\ 

cioè (num. 140. 3.° ) 1 + -^- fi riduce all'i del Sig. De 

t *t* 1 tn 

La Lande, ed al 1 + a del Gardinero ; del refto le formole fono 
tutte identiche. 145. Ma: 
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146. Ma: il mio metodo j.° non fi riflringe folo alle fe- 
rie aritmetiche, ma indefinitamente a qualunque ordine, o ge- 
nere di ferie, di cui aflegnare fi poffa il termine generale. 
2.0 Applicato alle ferie aritmetiche , fi pofljno ufare le differen- 
ze quarte, quinte, n e/ime , con quella facilità ^ con cui nel mio, 
e negli altri due metodi fi ufano le differenze feconde , e terze, 
vedendofi fubito in T A' la legge de' termini. 

3.0 Soflituendo nei mio TA* il numero f-r--^ , oppure J+a 

invece di m , ed indicando colle lettere del Sig. De La Lande , 
o con quelle dclGardinero le differenze de' dati termini, fi for- 
meranno facilmente le formole per le differenze più alte , fecon- 
do il metodo di quefri Autori; forinole, che non fi faprebbero 
per altra via determinare fenza un calcolo affai proliffo , ed in- 
tralciato . 

^ Nota al fine . 

yfL num. 51. ho efpoflo un teorema per ifeiogliere una frazione , che- 
abbia per numeratore l'unità, e per denominatore un prodotto di 
più fattori qualunque , in più frazioni , eia/cuna delle quali abbia per 
numeratore la Uffa unità t e per denominatore abbia ut» de' mede/imi 
fattori . 

Per dimoflrare quel teorema ho feguito il metodo indicato dalla 
Sig. r * Agnefi f di ridurre allo fiejfo denominatore la frazione data , e 
la fomma delle derivate da efla, riuscendo la ditm{lr azione faciliffima 
nel cafo di due foli fattori efprtffo da ejfa Sig.'-* Agntf , ma che fale 
mi un numero di termini impraticabile , per poco , che crefea il numero 
de" medefhni fattori . Riflettendo dappoi ad un metodo di dimoiar 
qutjìa regola comunicatomi in una faa lettera dal P. Francefco da- 
mila ghv**e Gefuita ben avanzato in quefli flu Ij , trovo la dimojlra- 
xjone medejima affai fcmplice^ # corta , fervendo fempre la formola 

pre- 
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precedente dimoflrata , infame con. quella de* due foli fattori per anda- 
re avanti alla feguente , in cui vi fia un fattore di più . 

I.o Cafo — = ->-*— — . H ? 

xy x(y~x) y(x-y) 

xy(y-x) x y 

Si /ano folamente mutati i fogni nel fecondo termine indi fatta 
la fomrna dopo la riduzione allo flejfo denominatore , fi è divijo il nu- 
meratore, e il denominatore per lo flejfo y — x. 

Nel feguente cafo di tre fattori , fi fcioglierà la fprmola de' pri- 
mi due in due , indi ciafcuna di quelle due in altre due , e ne nafce- 
ranno quattro , ma le due ultime de' due binar) fi moflreranno uguali 
ad una fola terza, 

n.o caf 0 ^ = - 0 ._ x) (M) + y (2 _ v) + z j— j 

Imperocché !•« fciogliendo ^r, # moltiplicando per ^ 9 fi ha 

y ■ 
1 - » h ■ 

x y z x z (y — x) y z (x — y) ' 

2.o fciogliendo , e moltiplicando per ~Ì— £j 
x 2 y — z 



I 



xz(y-x) x(i- x)(y — x) 2 (x — z)(y — x)' 

3«° fciogliendo — , * moltiplicando per r~~ s y» 
y Z y 

yzU — y) y(z — y)(x — y) z(y-z) (x — y) 
Om f pnmì termini di quelli binar} un per uno fono gli 
fìefiycbe nel fecondo membro dell' equazione appartenente al cafo Ufi , 
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«vendo gli M bhtomj , benché trafpofì* , e il term di effo membro 
qui è ugnale a* due ultimi ; giacché fcioglienio ( x _ r )*y _ z ) » e 

musicando per j,fiha z(x _ I ' (y _ z) = 2 (x-z)(y-x; * 
. Bsfia riflettere* che <y-z)-(x-z) = (y-x), 

nL ° C ' fo TfTZ = x Cy- x) F=33 <v-x) + y (x-y) (z— yM-T 1 

1 , 1 t 

z (x— z)(y— z) (v— z) v (x— v) (y—v) (z— «/) 

Imperocché l.° fciogliendo ~— pel cafo II. 0 , ^ 

x y z 



+ ,..,„. 5, f 



x y z v x v (y— x) (z— x) ^yt; (x— y) (z— y) z v (x— z) (y— z) 
2.0 fciogliendo ^ 

1 _ 1 . ! 

i v (y-x) (z-x) — x (w-x) (y-x) (z-x) ' v (x-v)(y— x> (z-x) 
3.0 fciogliendo — , j£ A* 

l 1 * 

7» , x -y) (z-y) - y cy— y) u-y> U-y) ' » (y-wXx-y) C*-i) 

4. 0 fciogliendo ^ fi ha 



k t, (x-z) v y-z) "~ z (t^-i) Cx-z) cy-z) v(z— v)(x— z) (y-Z) 
Ora i pimi tre termini di quefii tre ternarj fono gli fieffi , che 
nel fecondo membro dell' equazione dei cafo III.0 , avendo gli fteffi bi- 

G g *° m ji 



nomj , benché quii ultimo di quel membro fia il primo ; e il quarto 
di effo è uguale qui a? tre ultimi ; giacché Sciogliendo — ^ 
r /*<*n<k fftffc riflefune al refiduo dalla Sottrazione di un fattore 

» ■ ! 

v (y— t/) (x-y) (z— y) ^ w (z— «0(x— z) (y— z) ' 

IV.o Cafo 1 — 1 , . 

xyzt/t x (y-x) (z-x) (v-x) (t-x) 

+ - 1 - ! 

' y (x-y) (z-y) (w-y) (t-y) * z (x-z) (y-z) (*-z) (t-z) 
' v (x— «0(y— v) (z-v)(t— f) ffc^O (y— 0 (*— 0 («^0 



fe/viro» i.o /«g&ftb ^ M /J n.ó ; fi ha 



i 



x y z V t — x t (y-x) (z-x) (*- x) y t (x-y) (z-y) (v-y) 

i , i 

' z t (x— z) (y— z)(v-z) ' vt(x— t/)(y— ©) 

2.0 Sciogliendo ^-y fi ha —-. — 1 — — . 

* xt' xt(y— x)(z— x)(v— x) 



x (t— x) (y— x) (z— x) (v-x) ^ t (x— t) (y— x) (z-x) (v-x) 

?.o fetori tendo . fi ba -, r~ — 

5 * JTt'^ y t (x-y) (z— y) (v-y) 



7 (t-y) (x— y) (z-y) (**-y) t (y— i) (x-y) (z— y) {p-j) 

0 

4.0 /«a- 
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4.0 feiogliendo ±,fila zt(x _ z) *_ l)(v _ z) 
— 1 (t-z) (x-z) (y-z) (v~z) ' t (z-t) (x-z) (y-z) (v-z) 

v 5=55=5! (y-w)(*-tr) t (w-t) (x— ?/)(y-t/) (z-v) 

Ora i primi quattro termini di quefli quattro binar} fon* gli 
fleffi , che nel fecondo membro dell' equazione del cafo IV.o avendo gli 
Beffi binomj , benché qui l'ultimo di quel membro fia il primo ? e il 
quinto di efo è uguale qui a i quattro ultimi; giacché feioglierfo 

fr-Ofr-^,)»-^ M * **' Mi* fiat- 

zimc di un fmm Jalt Otr, , fi ha . ^ 

• » 

— ! , ' • 

t (x-t) (y— x) (z-x) (v— x) ^ t (y— t) (x— y) (z— y) (t/-y) 

«. 1 4. 2 

t (z-t) (x— z) (y— z) (*— z) t (v-t) (x— c/)(y— t>> 

Co// ^ onderebbe avanti ad un numero maggiore di fattori , /ir- 
vendofi fempre della formola precedente per la feguente. 

Per dimoflrare la formola de' fattori m fi f doglie la precedente 
del li m — I in frazioni m — I . Indi colla formola di due fattori fi 
feioglie ognuna di effe in altre due. Le prime di tutti quefli binar j 
di frazioni faranno le Jleffe , che le prime m — I della formola , che 
fi deve dimoflrare : tutte le feconde infieme fi trovano uguali alla fola 
ultima di effa formola , dividendo anche quefìa colla formola de' fatto- 
ri m — I non più più femplici , ma binomj , tali però > che fot traendo 

G g 2 eia- 
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c ia/cun di e/fi da' /noi compagni , ne na/cono alcuni binomj colla elli- 
pone di un termine comune . // calcolo rie/ce trattabili fimo , anzi /em- 
plice. Si vede anche da quefio e/empio, quanto importi il pigliar una 
dimoflrazione pel ver/o /uo : un metodo porta giri lungbijffimi , * un 
altro /corta la firada , e riduce ad una maraviglio/a /emplicitk le 
co/e , che pre/e con altro metodo rie/cono complicati ffime . 
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MEMORIA PRIMA. 

Metodo di evitare i logaritmi negativi . 

i. TTN tutte le forme de* logaritmi , che fono in ufo , come 
I in quelli delle tavole comuni , e negli iperbolici , il lo- 
JL garitmo di ogni frazione è negativo , la quale cofa di- 
fhirba il calcolo , effondo moietta la filtrazione delle manthTe 
formate da varie figure decimali , e convenendo nelle fomme 
fommar da fe i politivi , indi da fe i negativi , e poi fottrarre 
la fomma minore dalla maggiore , triplicandoli così in certa 
maniera il calcolo. Quindi torna bene l'avere qualche metodo 
da evitare i logaritmi negativi , come già da varj anni fi è co- 
minciato a praticare, e vi vogliono delle regole ficure, e facili 
per non errare nella pratica. 

2. Si otterrà facilmente quefto fine , fe al logaritmo di 
qualunque frazione fe ne foftituifca un altro, il quale nafca da 
un* aggiunta, che fe gli fa, fenza , che quefta aggiunta turbi il 
calcolo , ove fi badi a quello , che fi è aggiunto per tenerne 
conto al luogo debito. 

3. Due forti di frazioni diftingueremo : La prima forte farà 
della forma decimale, in cui dopo la virgola diviforia , o venga 
immediatamente una delle o figure fignificanti , o vi fieno degli 
zeri , e chiameremo » il numero totale delle figure decimali, 
K l'intero efprcflb dalle medefime prefe fenza la virgola divifo- 
ria : tanto nella frazione o, 752, quanto' nella o, 00752 farà 
#=751; ma nella prima » = 3, nella feconda = 5. La fccon- 

da forte di frazioni farà della forma , o B fia un intero , o 

un rotto decimale; benché in qucfto fecondo cafo facilmente fi 

riduce alla forma mentre fe £=— ~ » s ™ "J=^j$- ; 
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una noi Tempre la confidereremo fott o la forma , in cui il nu- 
meratore (lari. 

4. In ordine alle efprelfioni decimali noterò qui particolar- 
mente quello , che per altro è co fa cognita , e appartiene gene- 
ralmente anche agli interi . La fola mantijfa determina le figure 
del numera corri) fondente ad un logaritmo , e viceverfa : la caraterà 
fttea determina il ftto della virgola divisoria rifletto ad effe , e ne 
viene determinata. Se la caratteriltica fafà r, dipende tutto dal 
valore della formola r-+»i . Se quella c = o, eftendo r=: — 1, 

* 

le figure vanno fubito dopo la virgola , fenza zeri immediati 
dopo di effa: fe contiene un numero negativo coli' eflcrc r ne- 
gativo maggiore dell' unità, vi vogliono dopo la virgola imme- 
diati tanti zeri , quante unità efla efprime : fe contiene un valor 
pofitivo , altrettante di quelle figure fi devono pigliar per l'in- 
tero , fupplendo con degli zeri al fine , fe non badano , o met- 
tendo le refidue dopo la virgola per decimali , fe avvanzano. 

j. Se fi cerca la corrifpondenza delle figure colla mantifìfa, 
conviene andare al fin della tavola , e cercarla fra que' numeri , 
che abbiano il maffimo numero di figure , a cui fi (tendono 
effe tavole, ove o fi troverà efatta, o fi potrà cercare più prof- 
fima col metodo ufato delle differenze proporzionali , o anche 
delle interpolazioni. Siccome il logaritmo dì un numero A fi 
fcrivc IA, la fola mantifla fi può qui dinotare per pA. 

6, Ora pel noflro fine di evitare i logaritmi negativi ag- . 
giungeremo qui in amendue quelle forti di frazioni al logaritmo 
volgare il 10 , ballando quello , come è facile a vedere , per 

tutte quelle , che non fono minori di ^ IQ yo : le minori non fo- - 

gliono occorrere ncll* ufo ordinario , e quando occorrano per 
qualche cafj fi aordinario , daremo il metodo di evitare anche 
allora i logaritmi negativi . Il logaritmo così accrefeiuto lo chia- 
meremo gran logaritmo , efprimendolo per LA, 

7. Con- 
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7- Confidereremo ancora il complemento logarìtmico di uo 
numero, il quale fi forma, fottraendo dal 9 tutte le precedenti 
figure del fuo logaritmo, e l'ultima dal 10, ciocche fi fa faciL 
mente, pigliando immediatamente dalle tavole invece delle figu- 
re ivi notate il complemento di quelle al 9 di quella al 10 . 
Quello complemento logaritmico lo dinoteremo per VA, 

8. Dalle pofizioni fatte, facilmente fi ricavano le feguenti 
formole: I.« /M=io — lA t 2.° l A-=z 10 — l' A, 3.° £.^=10 

+ IA, 4.olA=z-io + LA, yo L^=.V A t 6.0 L~ (= l' A)=n 

+ ove fia A=z~. 

(10)* 

La prima nafee dalla definizione del complemento logaritmico 
(n. 7.Ì : La feconda vien dalla prima trafponendo: La terza dal- 
la definizione del gran logaritmo (n. 6.) : La quarta dalla terza 

» ■ 

pur trafponendo: La quinta dalla 3, e 1 così: Z.-^ — I0 ^ / ^ 

s: 10 - / A = VA : La fcfta dalla prima così . Effendo A = -£L » 

(io)* 

farà lAz=—n-hlN y e l'A=z 104-» — / N=zn+.l'N. 

9. Si ha inoltre, che la manti/fa del gran logaritmo è la flef* 
fa, che del volgare; giacché nella formola 3. fi muta la' fola ca- 
ratteriftica coli' aggiunta di io» 

Perla caratteriftica r la formola farà r — 9. Se farà r — 9 = 0, 
cioè rsp; farà per la quarta formola la caratteriftica di IA 
= 9—10 = — 1, cafo, in Cui (n.4.) tutte le figure dovute alla 
mantilfa vanno fubito dopo la virgola fenza zeri . Quindi , fe 
1 — 9 = Ì I » fa* t # numero delle figure inferi avanti alla virg§. 
la, 0 degli zeri immediati dopo di ejja . 

10. Dalle cofe dimoftrate fi ricavano le feguenti tre regole 
fondamentali . 

H h Iti 
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I. // complemento logaritmico di un numero intero , fi ha figliando 
nelle tavole còmmi il complemento di ogni figura precedente del fuo 
logaritmo al 9 , e del? alt ima al io, i fer un numero decimale di a 
finire , hafla il pigliar* i complementi fletti pei logaritmo del mi- 
nerò efprefo dalle flefe figure , * aggiungere a alla caraUeri/lica • 

II. Per avere U gran logaritmo di una frazione , che abbia l'unità 

W M T&YC ^ ¥^$^3 ^ ^ C&f&Q^f tUfc 9 'fo^i&Fi ftfà$C& J^ffÙ ^£r\Q fj$9 m 

III. Per avere il gran logaritmo di ma frazione decimale , fi pigi) 
la mantifa del numero intero efprejfo dalle fue figure colla caratteri - 
fiica 9, 0 fe ha un numero t di zeri immediati dopo la virgola , 
9 -t. 

Della prima la prima parte fi ha dalla definizione del compie- 
mento aritmetico , la feconda parte dalla formala fefta: La fe- 
conda regola è contenuta nella forinola quinta : La terza nella 
fella. 

11. Pattando alle potenze, e radici: Se A esprime una fra* 
zione , o dell' una , o dell* altra forte , fi avrà 

L JC ——io (m— 1)+»?LA. 

Imperocché L ifcsio-W^s lo + mid rs (forinola 3.) lo— 
iom -r- m L Az=. — 10 (w — i)*+-mLA. 

12. Se invece di una potenza intera fi abbia una radice m % 

bafterà mettere - invece di m. Quindi 
m 

». 

Ne nafeono altre due regole 

IV. Per avere il gran logaritmo di una potenza m 4i una frazione , 
fi moltiplichi per m il fuo gran logaritmo , e fi kvi dalla fua caraU 
teriftic* io(m — 1). 

V. Per 
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V. Per averlo di una radia tn ^fi aggiunga alla caratttriflica del fa 
gran logaritmo io(m— i), indi il tutto fi divida per m. 

13. Metteremo qui gli efempj corrifpondenti alle regole . 

•=3 ^=^5 A^—l—^, ^=,0,00751 «=» 



7752 = 1, 

• 


87522 ;'7j2=7, 12378 


p 752 = 0, 8762I 






n = 5 


9-' = 7 


= 752=27, 


12378 


£»4SS 12, 12378 


£^ = 7, 8762» 








•3 




37*34 


3<*> 37134 


23,62866 


— 20 




— lo 


— 10 




3*/M4 


LA* 16,37134 


LA % 3, 61866, 


" =7, 


12378 


12, 12378 


7 , 87622 


20 




20 


20 



Z/4 , = 9, 04126 IM* =£10, 70793 £,^' = 9, 29207 

14. Vi fia ora un valore A = fójfs^ *" "' )«fi cerchi il if . 

Si avrà LA = io * MS 10 + /S-t-/C ee. — IM — lNec. 
In queda forinola fé tra' fattori 5, C, D ce, vi fono de' rotti, 
fi avranno i logaritmi negativi, e i logaritmi di M, N ec. do- 
vendoli fottrarre, vengono a turbare, come fe fodero negativi. 
Quindi fervendoli della 4. , e 6. forinola del num. 8. , e confi. 

deraodo i divifori, come fattori della forma -jj, Ce fia m il nu- 
mero di tutte le quantità , converrà dalla fomma di tutti i grati 
logaritmi levare joot, e aggiungervi 10. Così fi avrà 

L A = — 10 (w— 1) + L B 4- L C-r~ L D ec. n- VM+ /' VP ec, 

H h 1 15. Pel 
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, iy. Pel fine, che fi ricerca, non occorre pigliare i gran Io. 
garitmi de* fattori interi del numeratore, per poi fottrarli nel — 
io (w — i) ; ma baila pigliarli ne' foli fattori frazionari, o fieno 
decimali del numeratore, o nafcano dalla unità divifa per ogni 
fattore del denominatore. Si avrà la feguente regola. 
VI. Ter avere il gran logaritmo di una formala femplice , che abbia 
nel numeratore fattori decimali m , e nel denominatore fattori qualun- 
que n iJi piglino i logaritmi volgari di tutti gli interi del numerato' 
re , i gran logaritmi delli decimali di effo , e i complementi logaritmi" 
ci de' fattori del denominatore , e fattane la fomnta , fi levi dalla fua 
tarati eriflica io(m-r-n — l) • 

,- *347X3?Sxo,i7<>Xo,oo7<ri OT 
37X249X00J53 

/ 2347 =3,37051 

' 353 = 2,55388 . x 

L o,r7J = 9» 43933 
L 0,00752 = 7,87622 
/' 37 =8, 4 ?i8o 

/' 240 = 7, <S*3io 

/' 0,0153 = 8 , 1 S460 

45, 5896$ o, 58963 = p 38S7 

— 1 o (/w -t- * — 1) = — 40 5 — 9 = — 4 

LA = 5 , 58963 ^ = 0,00003887^.9.) 

« 

j6. Se vi fotfero Mate delle potenze de' rotti , o delle radi- 
ci ; fi farebbero trovati i loro gran logaritmi colle regole 5 , 
e 6 , e fi farebbero adoprati al modo (Icflb . 

17. La fottrazione , che fi è fatta qui nella caratteriftica , 
effondo di un corto numero di diecine , fi poteva fare fenza 
fcrivcrla , levando via nel portar le diecine per la fornma quel- 
lo 
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le 4. , che corrifpondcvano alle 5. frazioni , e così fi ufa real- 
mente . Si ufa anche, fenza adoprare il fegno L , di mettere il 
fegno /, e fcrfvere non il logaritmo volgare , ma l'accrefciuto 
di una diecina, che io ho qui chiamato gran logaritmo. Dove 
vi fono i divifori, io fono pur folito, come ho fatto qui , per 
evitare la fottrazione de* loro logaritmi , fervirmi de* comple- 
menti logaritmici , evitandofi cosi la fottrazione di una mantifla 
dall' altra , la qua! cofa può farfi ogni volta , che occorra di 
dover fottrarre qualche logaritmo : in quefto calo non può fcri- 
verfi nell' efempio propoflo fenza falfità / 37 = 8 , 43180, ma, 

0 conviene dare un fegno al complemento logaritmico , come 

ho fatto , mettendo un /' accentato » o conviene fcrivere / — » 

37 

fe invece di /' fi vuole fcrfvere /. 

18. Balta dunque, comunque uno voglia fcrivere, (benché 
per le diverfe cofe fia meglio adoprar diverti fegni), bafta , dico, 
badar a prendere i logaritmi volgari de' fattori interi del numeratore y 

1 logaritmi accrefeiuti di 10 de' rotti decimali , i complementi logarit- 
mici de' fattori del denominatore , accreftendo , fe quefli fon decimali y 
i complementi dell' intero da effi efpreffo , nelle caratterifliche di ta/itc 
unità , quante fono in tutto le figure di eiafeuno , indi nel far la fom- 
ma levare tante diecine , da quelle , che fi porterebbero indietro , quan- 
te conviene , fcrivendo il refiduo . Per avere il logaritmo volgare òifo- 
gnerebbe levarne tante , quanti fono flati in tutto i fattori frazionar} 
del numeratore , e i fattori qualunque del denominatore , e allora fe la 
caratteriflica rimane r , le figure avranno interi avanti alla virgola , 
9 zeri dopo di effa r — I ( n. 4. ) , fecondo che farà, pofitivo , 0 nega- 
tivo un tal valore , rimanendo le cofe nello flato della teoria comune 
de' logaritmi . 

19. Se eih non fi può, perchè il numero delle diecine fia maggio- 
ri , (come lo farebbe nel p»opofto efempio, in cui fi portavano 
4. diecine , che ànno dato il 47. nella caratteriftica , e pei avere 

il 
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il logaritmo volgare fe ne farebbero dovuti levare * , per li f 
fra rotti nel numeratore , e fattori nel denominatore ) alto* 
vanno levati diecine una meno (come fi è fatto qui ,* levandone 4), 
rimane quello , che abbiamo chiamato gran logaritmo , chi dà il nume* 
ro cercato , dando còlla manti fa le figure , e determinando la fede del*- 
la virgola colla formula r — o (n. 9.). Qui ncll* efempio poftò al 
n. iy. fi è così trovato di fianco il numero A, in cui eflendo 
r — o=y— 9 = — 4, fi fono mc(Q dopo la virgola 4. teri , pi- 
gliando o , 00003887 pel valore cercato di A . 

20. Può darti il cafo , che non fi pongano fottrarre neppure 
tante diecine una meno, come farebbe feguito qui , fe la fom- 
ma delle caratteriftiche fofle fiata 35, o 25. In tal cafo non fi 
farebbe evitato un negativo , e converrebbe , fc non fi ufa altro 
artificio, mutar anche la mantifla , ed avere un logaritmo ne* 
gativo col fottrarre all' oppofto la trovata fomma da 40, 00000. 
Ciò accaderebbe per la troppa piccolezza del numero corrifpon- 
dente al logaritmo , a cui non arriva la forza del 10 aggiunto 
(tf. 6\). Vi è però un artifìcio facile ivi promeflb per evitare 
anche allora la filtrazione delle mantifle. Bafis levare quante 
diecine fi può , e mettere innanzi alla caratterifiica col fegno negativ» 
quelle diecine di fin , che non fi fono f attratte ; indi nel num ero olii 
zeri dati d.i r — 9 aggiungere altrettante diecine di zeri* Imperocché 
fe quel refidue fi dica r' « e le diecine non fot tratte fieno t 
farà l'intero r = r'~ t, onde r — o avrà — io di più del fem- 
plice t* — t. 

21. Se fofle venuta la fomma 25 , 5896*3 ; non potendoti 
levare 4 diecine, fi farebbe potuto fcrivcre — 20-+- * , 58953, e 
ii numero A, invece di avere zeri 4, ne avrebbe dovuti avere 
14. Al modo fteflb nel primo efempio del n. 13., fe fi fofle 

cercata là ottava potenza di Atts<~, moltiplicando LA = 7, 

I237S per 8, fi farebbe avuto jro", $9024, • fi farebbe dovuto 

fot- 
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fottrarre 70 . Conveniva fcrlvcrc — 2© -h * , 990x4 > e dove al 
iil 1 =1 , 37134 corrifpondcva i4 f =0, 000000002351 con otto 
zeri per efferc 1—9 = — 8, per A % vi farebbero voluti dopo la 
Jioea zeri *3 prima di 9778, per eflere 6 — 9 = — 3,c — 20 — 
3=^23. 

22. Lo ftcflb anderebbe praticato in ogni altra congiuntu- 
ra , in cui per le regole fuddette venifle nella cararteriftica un 
numero maggiore da doverfi fottrarre da un minore: o conver- 
rebbe tener a mente il numero delle diecine , che non fi fono 
potute fottrarre, o per non dimenticarfene , aoderebbero piutto- 
fto fegnate innanzi col (ègno negativo; ma quefto ripiego non 
farà mai accertano , fuori che ove occorrano frazioni minori 
«Ielle efpreflc da una figura, che fia Ja decima dopo la virgola, 

cioè di . 

1 0000000000 

23. L'aggiunta, che fi è fatta di 10 al logaritmo volgare 
di un numero per mutarlo in un altro , che fi è qui chiamato 
gran logaritmo , fe fi facen*e a tutti i logaritmi delle tavole co- 
muni , fi avrebbero nuove tavole di una forma di logaritmi ri- 
cavata da una idea di erti più generale. Comunque una progref- 
(ione geometrica fi combini con un'aritmetica, fi ponno i ter* 
mini di quefta chiamare logaritmi de' termini corrifpondenti di 
quella , ed elfi pure avranno la proprietà , che i logaritmi di 4. 
termini geometricamente proporzionali fono aritmeticamente 
proporzionali ; onde datine i primi tre , fi troverebbe il logarit- 
mo del quarto col fottrarre il logaritmo del primo dalla fomma 
de' logaritmi degli altri due . Di quefta natura farebbero i loga- 
ritmi di quelle nuove tavole ; giacché un' aggiunta di un termi- 
ne coftante a tatti i tenni ni di una progreflìone aritmetica non 
ne tnrba nè la natura , né la ragion comune , e folo trafporta 
più indietro il limite tra i politivi, e i negativi. 

Ma ore ali' 1 non oorrifponda nella progretfione aritmetica lo 

zero , 



zero , non fi ha la formola / a b = l a 4- / b , da cui ne vengono 

■ 

le altre tre l\-=zU — lb, la m = ml*, l j"=z - la. Tutte fa- 

rebbero alterate dal logaritmo dell* unità , che converrebbe ag- 
giungere, o fottrarre una, o più volte; giacché eflendo !•*:: 

b.^=ab, farebbe / a bz=l a -hi b — l 1 . Per quefto fi è com- 

binato ne* logaritmi , che fono in ufo , l'i collo zero , acciò 
come quello non altera le quantità nella moltiplicazione, o di- 
vifione , così quello non le alteri nella fomma, o fottrazione . 

24. Quefto è un gran vantaggio , per l' ufo grande , di cui 
fono que* teoremi ; ma è infeparabile dallo fvantaggio di avene 
negativi , o i logaritmi di tutte le frazioni , o ( fe fi voleflTero 
pofitivi i logaritmi di quelle col combinare una progreditone 
aritmetica crefeente con una geometrica decrefeente) i logaritmi 
degli interi ; mentre all' oppofto ove il logaritmo dell' unità è 
molto grande , rimangono pofitivi i logaritmi di tutte le fra. 
zioni, che non abbiano un denominatore maggiore di quel lo- 
garitmo dell' unità, che nel cafo noftro viene ad effere quel 10, 
che fi è aggiunto a tutti i logaritmi volgari delle tavole comu- 
ni per farli divenire gran logaritmi , e coli' ajuto loro evitare i 

, 

negntivi in tutte le frazioni non minori di . 

(io) 10 

25. Il difturbo , che recavano i logaritmi negativi , fu rico- 
nofeiuto fino dal principio della loro invenzione, riufeendo cflfi 
molto incomoili particolarmente nella Trigonometria , in cui ven- 
gono in ufo i logaritmi delle funzioni degli archi , e nelle ta- - 
vole vi fi mettono quelli de' feni , e delle tangenti. Defidcran- 
dofi di prendere l'unità pel raggio del circolo , o fia pel feno 
tutto, venivano a riufeire frazioni femplici tutti i feni , e tutte 
le tangenti fino a* 45. gradi, che fono minori dell' unità, rima- 
nendo maggiori dell' unità tutte le altre tangenti , ed eflendo 

pur 
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pur maggiori dell'unità tutte quante le fecanti : quindi veniva- 
no ad cflere negativi i logaritmi di tutti i jkai , e della metà 
delle tangenti , rimanendo pofitivi tutti quelli dell' altra metà 
di tangenti , e tutti quelli delle fecanti . n . 

26. Vi fu, chi riflettendo all' cflere più frequente l'ufo de» 
feni , oltreché le tangenti, e fecanti fi àrmo dipendentemente 

da eflì, per effere al raggio =1 tang. Az='~^ ì efcc.Ad=^^ 

■ • • * • 

credette folTc cofa opportuna il combinar appunto una delle due 
progreffioni decrefccmc coli* altra crefeentc , per avere pofitivi 
tutti i logaritmi de' feni, e ne pubblicò le tavole. Ma oltreché 
vi era un qualche imbarazzo nella cofììtuzione de' logaritmi per 
i feni , contrai j a quella de' numeri efprlmenti > lati de' trian- 
goli piani, e di altri valori, a' quali fi patTava oltre nel calcolo 
(benché per altro quefto era fenza grande conféguenza negli 
ufi ordinari , ne' quali entrano i foli rapporti tra i feni > e il 
raggio), non fi otteneva il fine pienamente, venendo fernpre 
negativi i logaritmi della metà delle tangenti ricavare da' feni > 
e i logaritmi di tutte le fecanti . 

17.. Quindi fu cemunemente abbracciato l'altro partito , di 
abbandonare l'unità pel valore del raggio, e conceprrlo divifo 
in un gran numero di parti, foftimendo cosi a qudl' unità più 
grande, un* unirà più piccola, dalla quale ripetuta molte volte 
foflc formata qucfla , e in quelle uniià furono trovati, ed efpreflt 
tutti i feni, tangenti, e fecanti naturali , e furono inferiti nel- 
le tavole. Baftava fare il raggio =: looocoo per avere efpreflb- 
co' numeri interi il feno anche di un minuto fecondo , che al- 
lora viene ad eOTere = 4R, 5 ; ma per abbondare fi è fatto nel- 
le tavole più comuni =: loooccoo, onde anche un terzo ha il 
feno efprcfio con un intero venendo =: 8. 

28. G>sì anc'.ic i logaritmi de' feni degli angoli piccoli IT» mi 
venivano ad cflere pufitivi , rimanendo negativi quelli foli , die 

I i ap- 
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appartengono ad angoli comunemente difprezzati per la ecceflCva 
loro piccolezza: ma il logaritmo del raggio riufeiva incomodo, 
Venendo ad cflere ss 7 , 000 ec. , numero non cosi comodo ad 
aggiungere , e levare nelle occafioni rtchiefte darla multiplica- 
ztonc, e divifione pel raggio. Quindi per li logaritmi de* feni 
fi concepì il raggio divifo in un numero dì parti efpreflb da 
un* unità con 10 zeri , venendo cosi ad etTcre ti logaritmo di 
cflb raggio ss 10 . 000 ec. , benché infieme fi lafciò nelle ilef- 
fe tavole divi io per li leni naturali in parti 10000000 , fenza 
che quelle dne unità diverfe turbaflTero il calcolo , sì perchè i 
lèni al raggio (io) 7 , fi riducono a qne' del (io)*° col folo ag- 
giungere 3 zeri al fine, si, e molto più, perchè le ragioni de* 
feni fra Te, e al raggio , le quali fole per 1 ordinario vengono 
confiderete , rimangono le m.'defirae , con qualunque uniti fi 
mi (uri no, ed esprimano. 

a ap. Quefta forra di logaritmi de' feni al raggio (io)'*, ri- 
ipeito a' logaritmi de' feni al raggio ss 1 , fono appunto Io fief- 
io , che i noftri gran logaritmi rifpctto a' logaritmi volgari ; 
giacché anche qui diviene =3 10 il nuovo logaritmo di quella , 
che prima era un* unità maggiore , ed ora è divenuto un nu- 
mero groifo di unità minori , ogni feno viene efpreflTo col nu- 
mero , con cui farebbe fiato efprdTb etTcndo il raggio SS j , ma 
moltiplicato per (io)'°, ed ogni logaritmo uguale al logaritmo 
di quella ipotefi accrefeinto di lo unità nella fua carateriftica . 

30. Quefio è fiato l'unico rimedio adoprato per un pezzo 
per evitare nella Trigonometria i logaritmi negativi , e anche 
per queflo fi foleva introdurre nelle formolette, che per l'ordi- 
nario erano Amplici, e corte , e nelle proporzioni l'efprelTìone 
del raggio fatto ss*, per poter tener conto del fuo logaritmo, 
e .-.pgi ungerlo , o fottrarlo. Ma cominciato a introdurfi in que- 
fii ultimi tempi l'ufo delle formole affai più complicate , e più 
frequentemente adopratc nella Trigonometria , e in tutta l'Aflro- 

no- 
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nomja , anzi l'ufo de' fimi, e tangenti anche più generalmente 
nella Geometria per le proprietà delle curve , e nella fublime 
analifì per le integrazioni , fi è tornato in effe a confiderare il 
raggio SS I, per rifparmiare la fua efprcflìone, e rendere tanto 
più Semplici le forinole , col renderle meno caricate di (imboli > 
ritenendo per altro le efpreHìoni logaritmiche cosi , come fi tro- 
vano nelle tavole comuni. Quindi realmente uelle medefime 
tavole fi trovano per la ferie naturale de* numeri i logaritmi 
volgari, e nelle tavole de* logaritmi , de' feni , e tangenti , ( i 
quali logaritmi fi chiamano anche feni , e tangenti artificiali ) i 
logaritmi volgari do' feni computati al raggio ss (io)'° , ma che 
fono que', che qui abbiamo chiamati gran logaritmi per li feni 
computati al raggio z= i , richiedendo l'ufo di effi l'avvertenza 
al numero delle volte , che va nelle formule ftefle confiderata 
l'ommiflione dclU cfprelTìooe del raggio , la quale cofa non è 
difficile ad averfi , attefa l'omogeneità, che rifpetto alle efpref. 
fioni de' feni, e tangenti , e del raggio , devono introdurvi le 
proporzioni , per le quali fole elu etmano nelle medefime for- 
inole» 

}T. Introdotto già l'ufo di eonfiJerare r'T raggio ss i , e dt 
fervirfi delle tavole cornimi per li logaritmi de' feni , fi è ito in- 
nati» ad aggiungere una diecina di unità a' logaritmi delle al- 
tre frazioni, per evitare in effe ancora i logaritmi negativi ; ed 
io qui ripigliando» la cofa da' fuoi principi , ho date le regole 
generali, k quali fono femplitt , e piane, e feriranno per evi- 
tare femprc i logariimi negativi di tutte le frazioni non minori 

di ~yf^ > an2 ' 1 P^ 1 * cvrrarc °S n ' Sottrazione di qualunque loga- 
ritmo, e anche nello fra/ioni minori fenza alcun logaritmo ne- 
gativo , evitar feroce ogni fottrazion di manthTa , e rimediare 
con una pratica femplicifiima a qualunque inconveniente > che 
porta occQitcK ancora nelle caratteriiiiche . 

li i AP- 



I 



i5i 

APPENDICE 

Sa i Logaritmi delle quantità negative. 

3 a. Jk Vendo parlato nella prefente Memoria de' logaritmi 
/\ negativi , era troppo naturale il trattare ancora de' 
JL \ logaritmi delle quantità negative, fu i quali fi mof- 
fe già la controverfia tra il Leibniz , e il Bernoulli , come fi 
vede nel loro Commercio epillolico al tomo 2. della pag. 269., 
ioUencndo il primo, che cfìì erano immaginari, e che la loga- 
ritmica aveva un folo ramo l'opra l'afle, e il fecondo, che era- 
no reali , e uguali a' logaritmi delle mede fi me quantità prefe 
pofiiivamcnte , avendo la fteffa curva due rami infiniti fopra , e 
l'otto l'alfe uniti fra loro colla continuità geometrica. A queflo 
fine , mentre già fi lìampava queft' Opera avevo lìudiata a fon- 
do tutta la materia all' idea di aggiungere per modo di appen- 
dice l'efamc di elfa , e il mio fentimento dillefo. Nello (rende- 
re l'appendice mi è crefeiura fra le mani la materia in modo , 
che veniva ad elfere, come fuol dirli, molto maggiore la giunta 
della derrata. Quindi ho giudicato di fare una Memoria a parte 
fu quello argomento, che ho già diftefa , e pubblicherò altrove. 

33. Intanto per chi vorrà iftruirfi di quella controverfia dirò 
qui , quali fono i documenti , che mi fono capitati in mano, 
appartenenti ad efla . Si rinnovò la queftione tìel 174& , e 1747. 
fra il d'Alembert, e l'Eulero , per via di lettere , che a mia 
notizia non anno veduta ancora la pubblica luce, ftando il pri- 
mo pel Bernoulli, c il fecondo pel Leibniz. Ufcì in conferen- 
za nel 175 1. nel tomo di Berlino pel 1740. una Memoria dell' 
Eulero, che non fa menzione di quel fuo carteggio col d'Alem- 
bert > in cui crede di avere fopita per fempre la controverfia 
coli' avere trovato , che ogni quantità ha infiniti logaritmi , ' 1 
quali per le negative fieno tutti immaginar; , per le pofitive lo 
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fieno tutti fuori di uno (òlo reale: con quefto ritrovato , crede 
di conciliare tutte le difficoltà, dandola così vinta al Leibniz. 

34. Non fi acquietò il d'Alembert a quefta decifione, e non 
folo non credette dimoftrata la fentenza dell' Eulero , ma cre- 
dette all' oppotto di poter egli validamente foftenere l'opinione 
contraria del Bernonlli , e pubblicò nel 1761. nel primo tomo 
dt' fuoi Opufcoli una Memoria a quefto fine, in cui parla delle 
fuddette fue lettere, e rifponde a tutti gli argomenti, c difficol- 
tà dell* Eulero . 

35. Intanto nelle Memorie di Berlino del 1755. il Walmef- 
ley aveva inferita una Memoria fnllo fteffo argomento , in cui 
dimoftra le ftefle formolc dell' Eulero , ma infifte fulla inutilità 
della queftione, perfuafo col Leibniz , che i fegni non entrando 
ne* rapporti , non vi fia vera proporzione tra i pofitivi , e ne- 
gativi come tali , e in confluenza , che è cofa inutile il pen- 
sare a' logaritmi, che dovrebbero mi furare quefti rapporti. 

• 36. Nelle Memorie di Torino vi è nel primo tomo ufeito 
Panno 1750. una Memoria fu quefto del Sig>Cav. df Fon cene x> 
in cui foftienc coli' Eulero la fentenza del Leibniz, e dimoftra 
con un terzo metodo le fteffe formole dello ftefTo Eulero , ma 
nel fecondo tomo per l'anno 1760., e 1761. ve n'è un'altra, 
in cui dopo veduta la Memoria del d'Alembert, rimane contro 
di lui nella parte aritmetica della queftione, ma muta parere in 
ordine alla continuità de' due rami della logaritmica, quale cre- 
de di dimoftrare con un fuo nuovo argomento ivi prodotto. 

37. Nella Enciclopedia vi è l'articolo logaritmo ftefo dai 
d'Alembert molti anni prima , ma pubblicato nell' anno feorfo 
1766. , nel quale foftiene la ilcfla fua opinione, accennando al- 
cune ragioni, e rimettendoli ad alcuni de' fuddetti monumenti, 
parte de* quali ivi nomina. Inclina al fine a credere , che vi fia 
dentro della lite di voce. 

38. Finalmente tri è anche qualche cofa fu quefto argomen- 
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to ne' 12. Commentar] del P. Scarrclli pubblicati l'anno feorfo 
1766. nel Commentario 4. dal num. 36. , trattandone per occa- 
fione dell' uib, che- ne viene nel volere determinare il movimen- 
to di un punto attratto ad un centro con alcune leggi di forze. 

39. Io fono perfuafo, che tutte le difficoltà , e contraddi- 
zioni ridicano appunto dalla ofeurità , e mancanza di precisone 
delle idee attaccate ad alcuni nomi da' moderni Matematici ; 
onde ne nafeano tante liti fra loro , mentre la pacifica Geome- 
tria de' Greci n'è priva affatto. Tali fono a mio giudizio lf 
idee delle quantità immaginarie, che fono afturde, dell'infinito 
affollilo , che mena prima a de* mifterj , indi a degli affurdi , 
come ho fatto vedere nel terzo tomo de' miei Elementi , quelle 
degli infinitamente piccoli mal concepiti da alcuni , e però trat- 
taci io modo da incoi rere in errori ; benché di quefli , e degli 
indefinitamente grandi fi pollano avere delle idee precife , e del- 
le leggi Ccure per bene adoprarli , come ho fatto vedere molli 
anni addietro nella mia DifTertazione de natura , & uftt infinita 
rum , & infinite parvorum . Idee incerte pure , e confufi: , credo , 
che fi abbiano della natura delle quantità negative , filila quale 
ancora fi litiga , e molto più della idea di multiplicazione , c 
divisone fatta per una quantità negativa, e dell* nica di rappor- 
to , o proporzione geometrica , ove quefta parola fi applichi alle 
quantità negative, e pofitive mefcolate inficine: o cosi pure non 
è netta l'idea delle potenze delle quantità negative, che ne di- 
pende , e nelle quali nafeono de' grandi imbarazzi , maifime ove 
l' riponente fia indefinito. 

40. Sopra ogni altra cofa la lite della parte geometrica , 
credo, che nafea dall' edere affatto vaga, e indeterminata l'idea 
della continuità geometrica prefa in generale. Per le curve al- 
gebriche vi è almeno un criterio di tale continuità nella fem- 
plicità della equazione della curva , irrefolubile in dite , dalla 
rauUiplicazioae delle eguali ella nafea , donde fe ne potrebbe ca- 
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vare una precifa dcfliniziooe di nome , pigliandola ne! fenfo , ia 
cui fi adopra da' Geometri in quelli cafi . 

41. Converrà però badar bene di non mefcolarvi dopo delle 
idee attaccare dalla lingua comune alla parola continuità; mcn- 
fre così fi troveranno appartenenti ad una ftefla curva continua 
più rami anche finiti, e feparati l'uno dall'altro in modo, che 
mai non fi incontrino, come ve ne fono due nella concoide di 
bafe circolare, ove il polo fia prefo dovunque tra il centro, e la 
circonferenza , efprimendofi la natura di amendue quefti rami da 
un'unica equazione indiviflbife di feflo grado. Allora non farà il 
perimetro intero unito con una fola linea non interrotta in modo, 
che da un fuo punto a qualunque altro fi polla giugnere con un cam- 
mino continuato nel fenfo della lingua non geometrica, ma comune. 

42. Ma per le curve tranfeendenti non vi è nè definizione 
netta, nè criterio univerfalmente accettato, e tale, che applicato 
allelcurve ingenerale non faceta in qualche cafo a calci coli' altro 
delle curve algebriche, onde fe ne' deduca infieme l'eflervi, e il 
non elTervi continuità . 

43. Io fvolgo a pieno tutto quello nella Memoria fuddetta , e 
m olirò, che parlando condizionatamente, fi può foftenere qucIIo,che 
uno vuole . Finifco per altro con un'avvertenza eiTenzialiflìma, ed è, 
che tutta quefta lite non interelTa punto l'ufocomune dc'logaritmì 
in Trigonometria, ed Allronomi'a, pel qtule fono fiati iftruiti, cioè di 
facilitare con ficurezza il calcolo numerico col fofìituire le fomme, e 
Sottrazioni alle multiplicazioni,edivifioni con quello, che ne dipende 

per le potenze. Se fi trova è la formoU *» kccia ;~=r , 

/ g mn 

ri* 

— — =/ . Indi fi trovi tanto Fr, quanto il t numeri politivi coll'aju- 

to de* logaritmi, pigliando Ir—la-^lb-r- /e— Im — / », e / / = i/<J 
-t-3 le — + lf—l&y e poi fi piglj r — r, che fi avrà l'intento fenza 
alcun pericolo di errore , e fenza che vi abbiano menoma difficoltà i 
difenfori di amendue le fentenze, la lite de' quali rifguarda principa- 
Ultimamente de' punti puramente fpecolativi . ME- 
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MEMORIA SECONDA. 

Metodo di alzare un infinitinomio a qualunque potenza indefinita. 

I« £"Va l'infinitinomio -hdx 1 ec. da alzarli alla 

potenza w. Erta potenza avrà infiniti membri, il pri- 
K*J mo de' quali farà a m , e i feguenti avranno le potenze 
*> * > * l ec. con de' coefficienti numerici, e letterali. Tutti i 
termini di qualunque membro corrifpondenti a qualunque po- 
tenza * fi troveranno facilmente coli* ajuto di una preparazio- 
ne generale per tutti . 

2. Si feriva in una riga la ferie naturale de* numeri , e fot- 
to di erti in un' altra fi mettano le lettere c , d ce , che nel 
dato infinitinomio fono loro compagne nelle potenze di x efpref. 

" fc da effi numeri . 

i . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . io ec. 
*.c.d.e.f.£.b.i.k.l ec. 

3. Fatta quella preparazione generale, fe ne faccia una par- 
ticolare per i termini corrifpondcnti alla potenza x" , fcrivendo 
in tante righe tutti i modi , ne' quali il numero n può eflere 
comporto di numeri interi , ove fi comprendono anche le Am- 
plici unità, e lo ftelTb » parte totale di (è medefimo . Ciò fi farà 
facilmente fcrivendo nella prima riga tante unità, nella feconda 
un binario colle unità refidue , indi due binar;, e così in poi •* 
efauriti i binarj fi mena un ternario colle unità, indi co'binarj, 
e unità , e poi fi paifi a più ternari , indi al quaternario , e a 
più quaternari colle combinazioni precedenti del refiduo , c al 
modo iflcffb fi vada innanzi alle parti maggiori. L* efempio , 
che fi ha qui fotto , farà fchiarire il metodo. 

4. Ora il membro cerato avrà tanti termini, quanti faran- 
no i modi fuddetti di compone il numero », determinando cia- 
feuno di eflì modi il fuo termine, che nel!' efempio medefi-no 
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▼are una precifa definizione di nome, pigliandola nel fenfo , ia 
cui fi adopra da* Geometri in qucfti cafi . 

41. Converrà però badar bene di non mcfcolarvi dopo delie- 
idee attaccate dalla lingua comune alla parola continuità; men- 
tre così fi troveranno appartenenti ad una ftefla curva continua 
più rami anche finiti, e feparatt l'uno dall'altro in modo, che 
mai non fi incontrino, come ve ne fono due nella concoide di 
bafe circolare, ove il polo fia prefo dovunque tra il centro, e la 
circonferenza , efprimendofi la natura di amendue quefti rami da 
un'unica equazione indivifibile di Tetto grado. Allora non farà il 
perimetro intero unito con una fola linea non interrotta in modo, 
che da un fuo punto a qualunque altro fi pofTa giugnere con un cam- 
mino continuato nel feufo della lingua non geometrica, ma comune. 

42. Ma per le curve tranfeendenti non vi è né deffinizione 
netta, nè criterio univerfalmcnte accettato, e tale, che applicato 
alle curve in generale non faccia in qualche caio a calci coir altro 
delle curve algebriche, onde fe ne deduca infieme l'cffervi, e il 
non effervi continuità. 

43. Io fvolgo a pieno tutto qucfto nella Memoria fuddetta , e 
moftro, che parlando condizionatamente, fi può foftenere quelIo,che 
uno vuole. Ma in modo particolare fo vedere, in che cofa confi» 
(la il nodo principale, e l'origine di tutte le contraddizioni } nelle 
quali fi urta , nella parte analitica . Edo nodo confifle nella com« 
binazione delle feguenti due regole comuni. 

I. / figli conformi nella multiplicazione rendono il -*» , i difformi il — . 

II. Quando una quantità fi concepifea indeterminatamente in modo, ebe 
fi accofli ad un' altra oltre ogni limite , fi attribuire a quella quel va- 
lore , a cui oltre ogni limite fi è accollato il valore trovato per quella . 

44. La prima di quefìe regole determinando i valori di 
«ss/ nelle diverfe fuppofizioni di r, forma il nodo in vigo- 
re del feguentc teorema , che fi concepifee facilmente , ma che 
io rigorofamente dimoflro. 

K k Dat. 
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Dato un qualunque valori r , fi può trovare una frazione , che ne fi» 
0 maggiore , o minore , come uno vuole , che ne differifca di una qua*> 
tità minore di qualunque dato b comunque piccola , e che abbia il fuo 
numeratore , e denominatore , come uno vuole , o ameniue [pari , 9 
amendue anche imparimele pari , o /pari quel de' due, che fi vuol* , 
* l'altro pari • ■ ", . 

45. Fmifco la mia ricerca con un' avvertenza eflénziale, ed è , 

che tutta quefla lite non ioterefla punto l'ufo comune de* logaritmi 

in Trigonometria, ed Agronomia, pel quale fono (lati iflituiti, cioè di 

facilitare con ficurezza il calcolo numerico col foftituirc le fomme^ 

fott razion i alle multi plicazioni, e divifioni con quello, che ne dipende 

abe dì e^ h 
per le potenze. Se fi trova la forinola — --^y, fi faccia ~=zr, 

= f . Indi fi trovi tanto IV, quanto il / numeri politivi coll'aju- 

fl 

to de* logaritmi, pigliando lr—la+lb-+- Ic—lm «— ln f C 
+ 3 /« — 4//— lg y e poi fi piglj r— t, che fi avrà l'intento fenz* 
alcun pericolo di errore , e fenza che vi abbiano menoma difficoltà i 
difenfori di amendue le fentenze, la lite de* quali rifgoarda principa- 
liflìmamente de* punti puramente fpecolativi . 

46. Nonperquefto (limo, come penfano alcuni, inutile il trat- 
tare di una tale queflione , perchè ferve per acquiftaTc per ifirada 
una quantità di notizie interell'anti , e (chiarire un gran nomerò 
di idee. 
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MEMORIA SECONDA. 

Metodo di alzare un infini tinomio a qualunque potenza indefinita. 

1. fila l'infinitinomio a+>bx~cx* ec. da alzarfi alla 

potenza m. Erta potenza avrà infiniti membri, il pri* 
\*J mo de' quali farà a m , e i feguenti avranno le potenze 
** , x* ec. con de' coefHcienti numerici , e letterali . Tutti i 
termini di qualunque membro corrifpondenti a qualunque po- 
tenza *" fi troveranno facilmente coli' ajuto di una preparazio- 
ne generale per tutti. 

2. Si feriva in una riga la ferie naturale de' numeri, e fot. 
to di eflTi in un* altra fi mettano le lettere b , c, d ec. , che nel 
dato infìnitinomio fono loro compagne nelle potenze di x efpref- 
fc da eflì numeri . 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 10 ec. 
b.e.d.e.f.R.fo.i.k.l ec. 

3. Fatta quefta preparazione generale , fe ne faccia una par- 
ticolare per i termini corrifpondenti alla potenza x" , fcrivendo 
in tante righe tutti i modi , ne' quali il numero » può eflcre 
comporto di numeri interi , ove fi comprendono anche le fem- 
plici unità, e lo fletto n parte totale di fe medefimo . Ciò fi farà 
facilmente fcrivendo nella prima riga tante unità, nella feconda 
un binario colle unità refidue, indi due binar; , e così in poi : 
efauriti i binarj fi metta un ternario colle unità , indi co' binar; f 
e unità, e poi fi pafli a più ternarj , indi al quaternario , e a 
più quaternari colle combinazioni precedenti del refiduo , e al 
modo ifìeflò fi vada innanzi alle parti maggiori. L'cferapio, 
che fi ha qui fotto, farà fchiarire il metodo. 

4. Ora il membro cercato avrà tanti termini, quanti faran- 
no i modi fuddetti di comporre il numero », determinando cia- 
feuno di elfi modi il fuo termine , che nell* efempio medefimo 
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gli flarà accanto di fianco. Baderà oficrvarc le redole feguenti : 

I. Per numeratore del coefficiente numerico fi piglino tanti ter- 
mini della progreflìonc m . m — 1 . m — 2 ec. , quante fono le 
parti componenti. 

II. Per denominatore fi piglino altrettanti termini della feri$ % 
naturale i . 2 . 3 ec. , la quale però fi ricominci Tempre da capo 
dall' 1 , ovunque fi muta la groflezza delta parte. 

III. Per coefficiente letterale fi metta prima a alzato alla poten- 
za rn meno il numero delle parti , indi le lettere b , c , d ec 
compagne di effe parti nella preparazione generale ; onde le una 
parte farà ripetuta più volte , fi metterà la lettera compagna 
coli* efponenie , che efprima il numero di quelle parti uguali. 

Efempio nz=6 

m . in- — I . w— -2 . tn — 3 • tn — 4 • w — T m—i ,t 
ì . I . I . I . J . 1 < 3 a b 

1.2 .3.4.5.6 



9 • 



2 . l . I . 1 . x * a b c 



2 . 2 . 1 . I 



I . I .2.3.4 

m . Vi — 1 . m — 2 . m — ? m — \ » a 

? a oc 

1.2*1.2 



3 I.I.2.3 



*7? . W — I n: — 1 .1 

3.3 r— — - d 



1. 1 . 2 4 * ' 



4-1 
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5. Il primo termine ha ne! numeratore 6. termini della 
progreflìone jw.w—i ec. , perchè 6. fono le parti ec, le 
quali effondo tutte uguali , il denominatore ha 6. termini della 
ferie 1.2.3. ec. continuata . Le 6. parti danno anche V*~~* , 
Je quali tutte corrifpondendo alò, fi ha b* . 

6. Nel terzo termine fi anno nel numeratore 4* termini 
eoli' a™" 4 , per efler 4. le parti , e come efie dopo la feconda 
pattano da 2 all' i , fi ha nel denominatore 1.2. 1.2, ripi- 
gliando da capo ia ferie : b l e* fono compagne delle parti 
1 .1.2.2. 

7. Nel fefio termine le tre parti 3,2.1 fono tutte diverfe, 
e però il denominatore torna fempre da capo coli' 1 . 1 . 1 . 

8. La dimoftrazione di queflo metodo dipende dalle leggi 
delle combinazioni . Per alzare l'infìnhinomio dato alle potenze 
fuperiori , conviene andarlo multiplicando per fe mede fimo. 
Come 1e lettere 4, i, c ec fi trovano tutte di una fola dimen- 
sione in eflb, è eofa manifefta, che nel quadrato faranno tutte 
combinate a binarj, nella terza potenza a ternarj, e cosi in poi; 
onde il coefficiente letterale dovrà in ogni termine avere dimen- 
fioni », ed è cofa chiara , che il primo termine fempre con- 
terrà il folo valore a, onde farà a m , 

9. Negli altri colle lettere A, c, d ec. vi verrà x alzato alle 
potenze loro compagne ; onde in ogni termine la potenza * 
farà la fomma di tutti i numeri compagni di dette lettere. 
Quindi dovendovi elTcre tutte le loro poflibili combinazioni, 

Kt J giac- 
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giacché tutte fi moltiplicano per tutte ; la potenza » qualunque 
dovrà avere i termini corrifpondenti a tutti i modi , ne' quali il 
numero n può eflèrc formato da* numeri 1.2.5 ec, c ,n eflt * 
le lettere compagne delle parti componenti , le quali coli' a do- 
vendo empire le dimenfioni m , dovrà Va per efponentc avere m 
meno il numero di dette parti. 

10. Così rimane dimoftrata la 3. regola : le prime 'due fi 
dimoftrano in quell'altro modo. Il coefficiente numerica deve 
efprimerc il uumero di tutte le combinazioni potàbili dello ftef- 
fo numero m di lettere a, h t e, d ec. ripetute , quanto porta 
refponente di ciafeuna. Quindi per trovare il coefficiente nume- 
rico, baderà il trovare un tale numero di combinazioni. Gò fi 
farà nel feguente lemma, e fuoi corollari . 

11. Lemma. Se debba collocarti un numero m di termini 
a y b , c ec. mutati t loro fili comunque , e fi cerchi il numero 
di tutte le combinazioni poflìbili ; fi confìderi > che pollo il pri- 
mo comunque, fi potrà mettere il fecondo in due fiti, cioè in- 
nanzi, o dopo r il terzo in 3, cioè: innanzi al primo, dopo dì 
etto , e dopo il fecondo ; e così fempre in poi ogni termine 
nuovo in un fito di più , cioè innanzi al primo de' già colloca- 
ti , o dopo di efTo, e dopo qualunqne de'feguentt. Quindi il 
numero di tutte le combinazioni ià-rà il prodotto della ferie 
] .2.3 • »••"'• 

12. Coro!. 1. Se vi fia fra etti termini un numero r di ter- 
mini , che non debbano mutar fi fra loro , ma tenendo e HI Lo 
fletto ordine fcambievolc , debbano fola mente mutarti gli altri 
tutti tanto rifpctto a fe fletti , quanto interponendoli comunque 
fra quelli 1 il numero delle combinazioni fi avrà dividendo Li 
ferie 1 . 2 . 3 . . . ► m per la ferie 1.2.5...... 

13. Imperocché per avere l'intero numero delle combina- 
zioni , per ogni combinazione degli altri termini , converrebbe 
inoltre , tenuti c : u immobili a' loro porti , mutare fra loro in 

tutte 



Digitized by Google 



16 1 

tutte le maniere poflibili que' termini , che non fi mutavano, 

le quali maniere pel lemma fono 1.2.3 * > c iJ numero 

di quelle multiplicato pel numero di quefte darebbe il numero 

intero 1.2.3.... m . Quindi quello divifo per 1.2.3 n 

darà il numero cercato. 

14. Corol. 2. Se il numero di tutti i termini ila m , e il 
numero di quelli , che mantengono il fuo ordine fcambievole 
fenza mutarfi fia » = » — r, il numero di tutte le altre com- 
binazioni farà il prodotto del numero r di termini della ferie 
m.m—i .m — i ce. 

T ,«1.2.3... m — * ' »— (f— 1) • • • m—i . m — I . m 

jk. Imperocché — - 

J * 1.2.3... m — r 

— m.m — ì.m — 2...W — (r — 1) , dove vi è dopo il primo 
termine un numero di termini r — 1 , e però includendo lo ftef- 
fo primo, fe ne ha il numero r. 

16. Corol. 3. Se vi faranno inoltre altre fomme di termi- 
ni , che non fi debbano mutar fra loro , e in una il loro nu- 
mero Ha f, in un' altra h ce. ; il numero delle combinazioni fi 
dovrà per la (lefla ragione feemare ancora, dividendolo pel pro- 
dotto de' termini 1 . 2 . 3 . . . f • 1 . 1 . £ . • • m ce, 

17. Quindi in quel cafo il numero delle combinazioni farà 
m.m — 1 - m — 2.... m — (r — 1) 

1 . 2 . 3 . . . / . 1 . 2 . 3 . . . » ce. 

18. Porte quelle regole delle combinazioni, fi vedrà fubito 
la dimoftrazionc della prima, c feconda regola propofta pel coef- 
ficiente numerico. 

19. Se nel fare la multi plica zio ne fucceflìva , richieda per 
l'elevazione del dato infinitinomio , fi mette fempre la nuova 
lettera multiplicante avanti a tutte quelle , che già fi trovano 
ne" termini della potenza precedente , i quali devono multipli- 
carfi ; è cofa manifefta, che tutti i valori dirimili verranno inc- 
uoiati fra loro in tutte le maniere poifibili , e combinati co- 

mun- 
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munque colli firaili ; ma li fimili faranno aggiunti a fe ftefli, 
t a quelli io tal maniera , che non abbiano fra loro , fc non 
un ordine unico. Verrà tanto il bc , quando il e fi multipliea 
per quanto il <b t quando il b fi multipliea per e; così pure 
verranno tutti i terni bed, bdc 1 eJd, cdb t dbe % deb , quan- 
do per qualunque delle 3. lettere fi multipliea l'uno , e l'altro 
de' feguenti due ambi delle altre due. Ma il A* verrà folo una 
volta, quando il b fi multipliea per b, c il b s , quando per b fi 
multipliea il b* . 

20. Quindi fc fia r il numero delle partì uguali , che de- 
vono -dare il termine , onde vi debba effere r , cioè un nu- 
mero w — r di termini limili 4, e tutti gli altri fieno diflìmili ; 
farà pel Corol. a. il numero di combinazioni uguale al prodot- 
to di un numero r di termini della progreifione m . m — 1 . 
m — 2 ec. , conforme alla prima regola , che da il numeratore 
del coeificiente numerico. Ma fe vi faranno inoltre altri termi- 
ni b, e, d ee. fimili corrifpo nienti a delle parti uguali compo- 
nenti il numero », converrà inoltre daTe per divifore numerico 
altrettante ferie 1.2.3 ec - > quante fono le fpecie di erte parti 
uguali -, continuando «ciafeuna ferie per tanti termini , quante 
fono effe in ogni fpecic. Quelle ferie coli' unità mefla per l'ana- 
logia in luogo di ogni parte folitaria , danno appunto il deno- 
minatore preferitto nella regola feconda „ 

21. Corol. 1. E' cofa facile a vedere, che ove la potenza m 
fia un numero determinato pofitivo intero, fi feemerà la fatica 
di molto ; giacche dovranno rigettarfi tutti i modi di comporre 
il numero », die abbiano numero di parti maggior di m; men- 
tre in elfi modi H avrebbe nel numeratore m — m = o : polio 
poi nef.lt altri per m il fuo numero , fi eliderebbero varj nume- 
ratori da' denominatori , e il calcolo diverrebbe afTai più fem- 
plice . 

ai. Se Dell' efempio propofto fi cercarti: la potenza terra ; 

fatto 
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fatto m = 3, c rigettati tutti i modi, che ànno più di 3. parti, 
fi rigetterebbero i modi 1 , 2 , 3 , 5 , e gli altri darebbero 

1 . i. 3 • 1 . 1 . 1 ■ 1 . 2 * • 1 . 1 . 2 5 1 . 1 ■ 

■2-^ = 6, -1 = 3. Quindi il membro fettimo della terza poten- 

za, om metto anche Va, ove fono 3 le parti per Va 1 i ss a 0 
= 1, farebbe (c* + 6 b c d -r- 3 a d x $ b* e -r 6ace + 6abf 

23. Corol. 2. Se l' infinitinomio non ha il primo termine 
mancante di x, il valore a farà = o. Quindi faranno =0 tutti 
i termini, ne' quali cflb vi entra, cioè tutti i termini, che anno 
numero di parti corriffondenti minor di r: onde mancheranno 
tutti i membri appartenenti alle potenze di x minori di m. 
Sarà meglio in quello cafo confiderare V infinitinomio ridotto a 
quella forma ax-ybx x «• ex 1 ce. = x (a <+• * *-i-c x* ce.) ; onde 
elevato a + U+cx' ce, c moltiplicato ogni termine per x m , 
fi avrà l'intento . 

L 24. Corol. 3. Se nell' infinitinomio manca qualche potenza 
«li x , nella formola generale a — bx-^-cx* ce faià = o la lette- 
ra , che corrifpondc a quella potcnz.i : e però anderanno riget- 
tati tutti que* modi di comporre il numero », che avranno 
qualche parte efprimente quella potenza. 

25. Corel. 4. Quindi fe in cambio dell' infinitinomio fi avrà 
un polinomio; baderà ritenere que* modi foli, ne' quali non vi 
è parte alcuna, che non corrifponda a qualche cfponente di que' 
del polinomio medefimo. 

26. Corol. 5. Se un polinomio finito fi dovrà elevare a una 
potenza elpreila da un numero intero pofitivo; la formola darà 
un numero finito di termini , e fe la potenza la più alta di x 
farà r; il membro ultimo avrà x mr divenendo = o qualunque 
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membro pofteriore. Imperocché in elio dovrebbe cflere »>wr; 
onde fe n fi divida anche in parti uguali m; ogni parte farà 

— >r: c però molto più , fe fi divida in un numero minore di 

parti o uguali, o difuguali , qualche parte farà maggiore di r: 
quindi erta non fi troverà tra gli efponcnti del dato polinomio; 
onde quel modo di comporre il numerp » dovrà rigettarfi pel 
Corol. 4. 

27. Scolio. Converrebbe ora determinare il numero de' di- 
verfi modi , ne* quali fi può comporre un dato numero da' nu- 
meri interi. Quello argomento Io tratta a lungo l'Eulero nella 
Introduzione in Analyfim Infinitornm al tomo 1. capo 16. , ove 
riduce il problema alla evoluzione della frazione 

^ L_ in una ferie ricorrente della forma 

ì -+.Ax + Bk % .... -hPx" . Fa vedere, che ogni coefficiente F 
moftra in quanti modi il fuo compagno n pofla formarfi colla 
addizione de' numeri interi , e ne forma la feguente tavola 
j . 2 . 3 . 4 . 5 • 6" «7- 8.p. 10 . 11 » 12 . 13 • 14 • 
1 .1.3 .5 • 7 • J 1 • 15 • 22 . 3© . 42 . 56* . 77 . 101 . 135 • 

iy . 16* . 17 . 18 . 79 . 20 . 21 . 22 . 23 . 24 
176". 233 . 297 . 385. 490. 0*27. 792 . 1002 . 1250. 1570. 

28. Ogni numero, che Ita fotto, moftra in quanti modi fi 
pofla comporre il numero, che fta fopra. Vi fi vede , che pel 
rum. 6. vi fono modi 11., quanti appunto fe ne fono trovati 
nell' efempio propofto . Vi fi feorge poi facilmente , quanto vada 
irjnanzi quello numero ne' numeri maggiori, e però quanto or- 
ribile fia la farragine de' termini, che devono nafeere ne' mem- 
bri un poco avvanzati . Il membro ventefimo quinto , che cor- 

rif- 
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rifponde all'** 4 ha già più di un migliar©, e mezzo di termini. 
Almeno col metodo qui propofto quefti , ancora lì troverebbero 
da fe fcnza la tanto più immenfa farragine della fomma di tutt 
i precedenti, e ciafcuno di efli fi avrebbe con un metodo tanto 
femplice , e generale . ¥ 
29. Scolio 2. Quefto metodo io l'ho gii pubblicato nel gior- 
nale de' Letterati di Roma fino dall' anno 1747., ove in una di 
due fufleguenti Memorie delle Rifleffioni , che vi ho aggiunte , 
ne ho anche fatto il confronto con quello del Moivre . Ma qui 
l'ho dimoftrato con metodo affai più femplice , e diretto , che 
ho ricavato dalla natura ftefla dell' oggetto, prendendolo daMtf 
formole delle combinazioni , che vi devono entrare . Succede 
quali fempre anche in Geometria, e nel calcolo, che le vie più 
diritte, e più fempliei per arrivare ad un termine nafeofto fono 
le ultime a difcuoprirfi. 



IL FINE. 



Digitized by Google 



St. ti. 



ERRORI CORREZIONI 

par. j. lia. |. le qua ritira quantità 

»» * a .abx * % « 

»?. dalle dimenfioni delle dimenfioot 

a". *o. per l'apporfi per l* opporr! 
is. ult. o che 

* 6 * c ■ 

b à b 1 

4S. ulr. problema problema . 

yt. . %€. io. 0 i.° 
ioj. <• f 

Si incontrerà di tanto in tanto quatcb' altro errore tienile a guefti , ma perciò affai 
facile ad avvertii lì dal lettore. Dopo le prime pagine, la revifione è fiata ben follecita , 
ed efatta; certi errori però, che dipendono dalla più forte, o pid debole previene del 
torchio, fono flati inevitabili, ma ooa già fparfi in tutte le copie. A cagiooe d'efem- 

{no in' varie copie fi vedrà alla pag ti. legnata leggermente la lineetta' , che fepara 
> dal b % in altre fi troverà chiaramente imptefia , ed in altre farà affatto fvanita. 

Nell'Aggiunta pag. MI» lio. t«. »ot$j «.0151 

14. —10 — r 

»j. r' — f r'— 9 

147. +. linea virgola 

»$t. ti. all' coli' 

«il. 11. o coti così 
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